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Vorwort. 

Die vorliegende Schrift beschäftigt sich mit der schon von 
Laplace und Poisson angewandten und später von Gbeen^) 
und Gauss 2) speciell behandelten Function, welcher Gbeen den 
Namen Potential function gegeben hat, und sie hat den 
Zweck, den Leser auf möglichst einfache Art mit dieser Function 
vertraut zu machen. 

Sie giebt daher eine von den Grundgleichungen der Mechanik 
ausgehende, zusammenhängende Auseinandersetzung von der Be- 
deutung dieser Function, von den Bedingungen, unter denen sie 
anwendbar ist, und von den wichtigsten über ihr Verhalten gel- 
tenden Sätzen. Daran schliesst sich zugleich die Behandlung 
einer anderen Grösse an, welche von Gbeen gar nicht und von 
GrAUSS nur gelegentlich und unvollständig besprochen ist, näm- 
lich des aus der Potentialfunction durch Integration hervorgehen- 
den Potentials, welches als Ausdruck der von Naturkräften 
gethanen mechanischen Arbeit in der mathematischen Physik 
eine grosse Rolle spielt. 



1) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories 
of Electricity and Magnetism; by George Gbeen. Nottingham 1"828. — 
Wieder abgedruckt in Cbelle's Journ. Bd. 44 u. 47. 

2) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhält- 
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungs- 
kräfte. Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im 
Jahre 1839. 



VI Vorwort. 

Die gegenwärtige dritte Auflage unterscheidet sich von den 
früheren vorzugsweise durch eine beträchtliche Vermehrung des 
Inhaltes. In dem ursprünglichen und bei den ersten Auflagen 
eingehaltenen Plane des Buches lag es nur, diejenigen Gleichungen 
und Sätze, welche für das eigentliche Wesen der Potentialfuigction 
und des Potentials characteristisch sind, zu entwickeln und unter 
Berücksichtigung aller in Betracht kommenden Fälle zu bewei- 
sen, und demgemäss wurde von der Aufnahme weiterer, die 
Potentialfunction betreff'ender Gleichungen und Sätze, wie sie in 
den Schriften von Gbeen, Gauss und Dibichlet vorkommen, 
abgesehen. Bei der Bearbeitung der neuen Auflage hat es mir 
aber doch zweckmässig geschienen, auch von diesen Gleichungen 
und Sätzen die wichtigsten, welche nicht blos Anwendungen auf 
specielle Körperclassen enthalten, sondern von allgemeiner Be- 
deutung für die Potentialtheorie sind, mit aufzunehmen und da- 
durch der Auseinandersetzung eine grössere Vollständigkeit zu 
geben, und ich zweifele nicht daran, dass dieses von den Lesern 
als eine Verbesserung anerkannt werden wird. 

Bonn, Juni 1877. 

B. Clausins. 
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I. Die Potentialfanction. 

§ 1- 

Ausgangspunct der Betrachtungen. 

Um die Bedeutung der Potentialfunction und den Grund 
ihrer Einführung in die Mechanik und mathematische Physik 
klar zu erkennen, wird es zweckmässig sein, ein Wenig zurück- 
zugreifen und zuerst eine allgemeinere Grösse zu betrachten. Bei 
der Behandlung der Kräfte, welche ein beweglicher Punct er- 
leiden kann, und der von ihnen ausgeübten Wirkungen stellt es 
sich nämlich heraus, dass bei einer grossen und wichtigen Classe 
von Kräften die sämmtlichen zu ihrer Bestimmung nothwendigen 
Grössen sich in einfacher Weise aus einer und derselben Func- 
tion ableiten lassen. Wenn wir diese Function zunächst in 
möglichster Allgemeinheit betrachten und sie dann durch besondere 
Annahmen über die Kräfte specialisiren, so werden wir auf natur- 
gemässem Wege von selbst zu dem BegriflFe der Potentialfunction 
gelangen. 

§2. 
Bedingungen, welche als erfüllt vorauszusetzen sind. 

Es sei ein bewegUcher Punct p im Baume mit den Coordi- 
naten ar, y und z gegeben, auf welchen beliebige Kräfte wirken, 
die wir uns in eine Gesammtkraft P zusammengesetzt denken 
wollen. Diese Kj^aft wird, abgesehen davon, dass sie an einer 
bestimmten SteDe des Baumes mit der Zeit veränderlich sein 
kann, auch für eine bestimmte Zeit im Allgemeinen an verschiede- 
nen Stellen des Baumes verschieden sein. Um sie zu einer be- 
stimmten Zeit für alle Stellen des Baumes vollständig zu be- 
stimmen, müssen drei Functionen der Baumcoordinaten gegeben 
sein, eine für die Grösse der Kraft und zwei für ihre Bichtung. 

ClaasiuB, Potentialfimction nsw. 3 Anfl. \ 



2 I. Die Potentialfunction. 

Denken wir uns die Gesammtkraft P in drei nach den Coordi- 
natenrichtungen wirkende Componenten X^ Y und Z zerlegt , so 
können wir auch sagen: zur vollständigen Bestimmung der Ej:aft 
müssen die drei Componenten als Functionen der Raumcoordi- 
naten bekannt sein. 

Diese drei Functionen können, wenn man nur von Kräften 
im Allgemeinen spricht, als ganz von einander unabhängig an- 
gesehen werden, indem sich aus jeden drei Componenten eine 
Kraft zusammensetzen lässt. Betrachtet man aber die in der 
Wirklichkeit vorkommenden Kräfte, so findet man, dass deren 
Componenten sehr häufig in einer eigenthümlichen Beziehung zu 
einander stehen, indem sie nämlich durch die drei partiellen 
Differentialcoefficienten einer und derselben Function der drei 
Raumcoordinaten dargestellt werden. Für die Bezeichnung stellt 
es sich in solchen Fällen, wie weiter unten ersichtlich werden 
wird, als zweckmässig heraus, nicht die Function selbst, sondern 
ihren negativen Werth durch einen Buchstaben darzustellen, als 
welchen wir U wählen wollen. Dann ist zu setzen: 

ow oy dz 

Damit dieses möglich sei, müssen bekanntlich die Functionen 
X^ Y und Z folgende Bedingungsgleichungen erfüllen: 

ÖZ_Ö7. dY_dZ^ dZ _ dX 
dy dx' dz dy' dx dz 

Demnach bilden die Functionnn dieser Art unter allen mathe- 
matisch möglichen Functionen nur einen sehr speciellen Fall. 
Dessenungeachtet ist dieser Fall bei der Betrachtung der Natur- 
erscheinungen von der grössten Wichtigkeit, weil er, wie wir 
weiter unten sehen werden, eine Art von Kräften umfasst, welche 
schon bisher eine sehr bedeutende Rolle in der Physik spielten, 
und wahrscheinlich noch eine viel allgemeinere Bedeutung haben, 
als früher angenommen wurde. 

§ 3. 

Einfache Bestimmung der auf die Kraft bezüglichen 

Grössen durch die Function U, 

Wenn diese Beziehung zwischen den Componenten der Kraft 
stattfindet, so wird dadurch die Betrachtung der Kraft und ihrer 
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% 3. Einf. Bestimmung der auf die Kraft bezügl. Grössen. 3 

Wirkungen ausserordentlich erleichtert. Während man sonst 
drei einzeln gegebene Functionen in Rechnung zu bringen hat, 
hat man es jetzt nur mit einer Function zu thun, aus welcher 
alle auf die Kraft bezüglichen Grössen auf einfache Weise ab- 
geleitet werden können. 

Wie man leicht sieht, wird unter Voraussetzung der Glei- 
chungen (1) die ganze auf den Punct p wirkende Kraft P dar- 
gestellt durch: 

(3) P = 

und die Winkel, welche diese Kraft mit den Coordinadenrich- 
tungen bildet, und deren Cosinus a, b und c heissen mögen, 
werden bestimmt durch die Gleichungen: 



ö = — 



Will man ferner von der Kraft P die in irgend eine vor- 
geschriebene Richtung s fallende Componente S haben, so lässt 
sich diese ebenfalls sehr einfach ausdrücken. Sei nämlich (p der 
Winkel, welchen die Richtung s mit der Richtung der Kraft 
bildet, so ist: 

S= P m& (p, 

wofür man, wenn cf, ß und / die Cosinus der Winkel sind, welche 
die Richtung s mit den Coordinatenrichtungen bildet, schreiben 
kann: 

S==P{aa + öß^+cy). 

Die drei Cosinus «, b und c sind schon durch die Gleichungen 

(4) bestimmt, und die drei anderen Cosinus lassen sich ebenfalls 

leicht ausdrücken. Bezeichnen nämlich in den Differentialcoeffi- 

öx öy öz 

cienten -^r-^ -^ nnd -^ die Zähler die Veränderungen, welche 

OS^ OS OS ° ' 

die Coordinaten des Punctes p dadurch erleiden, dass dieser in 
der Richtung s um ein Wegelement verschoben wird, so- ist 

dcD ^ dij dz 

(5) « = ^' ß^ /-'^ y = -^' 

08 08 OS 



4 I. Die Fotentialfimction. 

Durch Einsetzung dieser Werthe der sechs Cosinus geht die 
vorige Gleichung über in: 

\dx ds dy ds dz 08/ 
und in dieser Gleichung lässt sich d^e ganze rechte Seite durch 

den einfachen Differentialcoefficienten -^r- ersetzen. Man er- 

os 

hält also: 

(6) '^--^ 

d. h. es gilt für die beliebige Richtung s eine ebensolche Glei- 
chung, wie diejenigen, welche unter (1) fiir die drei Coordinaten- 
richtungen angenommen wurden. 

§4. 

Geometrische Darstellung mit Hülfe derNiveauflächen. 

Benennung der Function U. 

Die Function U kann ferner dazu dienen, die Richtung und 
Grösse der Klraft an verschiedenen Stellen des Raumes geometrisch 
anschaulich darzustellen. 

Schreiben wir: 

(7) U=J, 

worin A irgend eine Constante bedeutet, so ist dieses die Glei- 
chung einer Fläche. Durch Difierentiation dieser Gleichung 
kommt: 

-£— dcc + — — dy + - - dz = 0. 

oa^ dy "^ dz 

Hierin sind dx, dy und dz die Componenten einer kleinen Ver- 
schiebung dsj welche der Punct /?, wenn er gezwungen ist, in 
jener Fläche zu bleiben, in derselben erleiden kann. Denken 

UX öl/ wX 

wir uns dx. dy, dz ersetzt durch -^r-ds , ^ds , -^- ds , und di- 
' ^' ds ^ ds ^ ds ^ 

vidiren dann die Gleichung durch P und dsy so kommt: 

dU dU dU 

(8) dx dx dy dy dz dz _^ 

~^"dj'^ ~y'~dj'^ ~y~dj^ 

Wenn man die Vorzeichen dieser Gleichung umkehrt, so stellen 
die beiden Factoren jedes der drei Glieder, aus welchen hier die 



§ 4. Geom. Darstellung mit Hülfe der Niveauflächen. 5 

linke Seite besteht, nach den Gleichungen (4) und (5) die 
Cosinus der Winkel dar, welche die Kraft P und die Ver- 
schiebung ds mit einer der Coordinatenrichtungen bilden. Dem- 
nach bedeutet dann die ganze linke Seite den Cosinus des Winkels 
zwischen der Kraft und der Verschiebung, und da dieser Cosinus 
der Gleichung zufolge Null ist, so ist der Winkel ein rechter. 

Dasselbe gilt für jede Verschiebung, welche der Punct jo von 
seiner Anfangslage aus innerhalb der Fläche erleiden kann, und 
es folgt daraus, dass die an dieser Stelle wirkende Kraft auf der 
Fläche senkrecht ist; und ebenso verhält es sich natürlich auch 
an allen anderen Stellen der Fläche. Demnach hat die durch 
Gleichung (7) dargestellte Fläche die Eigenschaft, dass sie für 
alle in ihr gelegenen Punkte durch ihre Normalen die Richtungen 
der Kraft anzeigt. Sie spielt also in Bezug auf die betrachtete 
Kjraft dieselbe Rolle, wie die Oberfläche einer ruhenden Flüssig- 
keit in Bezug auf die Schwerkraft, und man nennt sie daher eine 
Niveaufläche. 

Fügt man zu der Constanten A noch eine unendlich kleine 
constante Grösse a hinzu, so stellt die dadurch entstehende neue 
Gleichung 

eine zweite Fläche dar, welche der ersten im Allgemeinen unend- 
lich nahe liegt, und dieselben Eigenschaften hat, wie jene. Be- 
zeichnen wir den senkrechten Abstand dieser beiden Flächen von 

einander an irgend einer Stelle mit «, so ist der Bruch — offen- 

c 

bar nichts anderes als der DiflFerentialcoefficient -^— , wenn« die 

an der betrachteten Stelle auf der ersten Fläche nach der zweiten 
hin errichtete Normale bedeutet. Der negative Werth dieses 
DiflFerentialcoefficient stellt die in die Richtung der Normale 
fallende Componente der Kraft dar, und da dem Vorigen nach 
die ganze Kraft auf der Fläche senkrecht ist, so stellt der Bruch 

— , abgesehen vom Vorzeichen, die an dieser Stelle wirkende 

ganze Kraft dar, und wir können daher,- wenn wir den absoluten 
Werth einer Formel durch Vorsetzung von v. n. (valor numericus) 
andeuten, setzen: 

(9) P=Y. n. - 
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Ob die Kraft nach der Seite der positiven oder negativen Nor- 
male geht, hängt davon ab, ob die Grösse cc negativ oder positiv 
ist, indem die Begel gilt, dass die Kraft nach der Seite 
geht, nach welcher {7 abnimmt. Was die Grösse der Kraft 

anbetrifft, so ist zu bemerken, dass in dem Bruche — nur c von 

der Lage des betrachteten Punctes in der Fläche abhängt, wäh- 
rend a constant ist, und es folgt daher, dass die Kraft an 
den verschiedenen Stellen der ersten Fläche dem Ab- 
stände der zweiten Fläche umgekehrt proportional ist. 

Zugleich sieht man, dass, wenn die Kraft in der Fläche über- 
all endlich ist, die beiden Flächen sich nicht schneiden können, 
weil für die Durchschnittslinie 6 = und somit P unendlich 
werden müsste. 

Denkt man sich nun ein ganzes System solcher Flächen 
construirt, von denen jede sich von der vorhergehenden nur da- 
durch unterscheidet, dass die Constante um einen, in allen Fällen 
gleichen, unendlich kleinen Werth vergrössert ist, so lassen diese 
Flächen an jeder Stelle des Raumes durch ihre Richtung und 
ihren gegenseitigen Abstand die Richtung und Grösse der Kraft 
erkennen. 

Für die Function U, welche dem Vorigen nach alle Elemente 
zur Bestimmung der Kraft auf eine so einfache Weise liefert, 
hat Hamilton den Namen „force function" eingeführt, welcher im 
Deutschen als Kraftfunction oder Kräftefunction gebräuch- 
lich geworden ist. 

§ 5. 
Hauptfall, in welchem eine Kraftfunction existirt. 

Unter den Fällen, in welchen eine Kraftfunction existirt, ist 
der wichtigste der, wo die Klraft, welche auf den gegebenen Punct 
wirkt, sich zerlegen lässt in Centralkräfte, d. h. in anziehende 
oder abstossende Kräfte, welche von bestimmten Punc- 
ten des Raumes ausgehen, und um diese herum nach 
allen Seiten gleich stark wirken, so dass ihre Stärke 
nur von der Entfern.ung abhängt. 

Sei p mit den Coordinaten x\ y und / ein solcher Punct, 
und bezeichnen wir den Abstand zwischen "p und p mit r, indem 
wir setzen: 

(10) T = K(.r-^? + 0'-yT + (^-/n 
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so muss die Stärke der Kraft sich durch eine Function von r 
darstellen lassen, und sie sei mit/(r) bezeichnet, wobei voraus- 
gesetzt sein soll,, dass ein positiver Werth dieser Function eine 
auf Yergrösserung von r hinwirkende, also abstossende und 
ein negativer Werth eine anziehende Kraft bedeute. Die 
Kichtung der Kraft ist bestimmt durch die Lage der beiden 
Puncto zu einander, und zwar haben die Cosinus der Winkel, 
welche die positive Kraftrichtung mit den drei Coordinaten- 
richtungen bildet, folgende Werthe: 

x—x y~-y z—z 



Hieraus ergeben sich sofort die in die drei Coordinaten- 
richtungen fallenden Componenten der Kraft. Beschränken wir 
uns zunächst auf die in die ar-Richtung fallende Componente, so 
ist diese: 

T 

Nun ist aber nach (10): 

dr __ x—x' 
dx r 

und dadurch geht die vorige Gleichung über in: 

dr 



X=f{r) 



dx 



Wir wollen nun eine neue Function von r einfuhren, welche das 
negative Integral der vorigen ist, indem wir setzen: 

(11) F{r) = -^f{r)dr, 

woraus folgt: 

dF{r) 



dr 



-Ar) . 



Dadurch, dass die Grösse r von den Coordinaten x, y, z des 
Punctes p abhängt, ist auch F{r) mittelbar eine Function dieser 
drei Grössen, und wir können schreiben: 

öFjr) _ dF{r) ör _ _ ör 
dx dr dx ^ dx 
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Der letzte Ausdruck unterscheidet sich von dem, welchen wir 
vorher ftir die Componente X gefunden haben, nur durch das 
entgegengesetzte Vorzeichen. Dasselbe, was für diese Componente 
gilt, gilt natürlich auch für die beiden anderen, und wir erhalten 
somit die Gleichungen: 

dF{r) dFir) dF{r) 

(12) J[ = — ; r= ; Z = — . 

ox dy dz 

Man sieht hieraus, das F[r\ als Function von ar, y^ z be- 
trachtet, die Kraftfunction für den vorliegenden Fall ist. 

Dieses Resultat lässt sich sogleich erweitem auf den Fall, 
wo gleichzeitig mehrere Puncte auf den gegebenen Punct p wir- 
ken. Sei j>\ ein zweiter Punct, sein Abstand vom Puncte p heisse 
Tj und die von ihm ausgehende Kraft werde ihrer Stärke nach 
durch die Function /^ (rj) ausgedrückt; so bilden wir zunächst 
die Function: 



F,{r,) = -\Mr,)dr, 



und können dann die nach der x-Axe gehende Componente die- 

d F (r ) 
ser Kraft durch 4—^ darstellen. Dasselbe gilt für einen 

dritten, vierten etc. Punct, und man erhält daher, wenn eine be- 
liebige Anzahl von Puncten wirkt, für die nach der a:-Axe gehende 
Componente der Gesammtkraft einen Ausdruck von folgender 
Form: 

^^_ dF(r) OFM dF,(r,) ^^^ 

dx dx dx 

^[i?'(r) + i?',K)+i^,(r,) + etc.] 



dx 



oder wenn man die Summe von Functionen unter ein Summen- 
zeichen zusammenfasst: 

X = -§-:EF{r). 

OX 

Ganz entsprechende Ausdrücke gelten natürlich für die bei- 
den anderen Componenten, wobei die Summe von Functionen 
für alle drei Fälle dieselbe bleibt. Von den in dieser Summe 
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vorkommenden Grössen r, r^, r^ etc. enthält jede die Ooordinaten 
eines der wirksamen Punkte, und ausserdem enthalten alle die 
Coordinaten x, y und z des Punctes /?, welcher die Wirkung er- 
leidet. Wir können also, ebenso wie jede einzelne der Fun- 
ctionen, so auch ihre Summe als eine Function von ar, y und z 
betrachten, und wollen zur Abkürzung setzen: 

(13) U=2:F{r), 

Dann ist: 

(H, X=-|?. y'^; Z^-'S. 

ox oy dz 

und U ist somit die Kraftfunction. 

§ 6. 

Beschränkung auf solche Kräfte, welche dem Quadrate 
der Entfernung umgekehrt proportional sind, und Be- 
ziehung der Kräfte auf Agentien. 

Wir wollen nun unsere Annahmen über die Kraft noch 
weiter specialisiren. 

Die Abstossungs- und Anziehungskräfte, von welchen vor- 
her nur vorausgesetzt wurde, dass sie sich durch irgend welche 
Functionen der Entfernungen darstellen lassen, sollen den Qua- 
draten der Entfernungen umgekehrt proportional sein. 

Ferner wollen wir nicht blos von Punkten sprechen, welche 
anziehend oder abstossend auf einander wirken, sondern annehmen, 
dass sich in diesen Puncten irgend etwas befinde, was die Wir- 
kung ausübe und erleide. Es kann dieses z. B. ponderable Masse 
sein, welche nach dem gewöhnlichen Gravitationsgesetze an- 
ziehend wirkt, oder Electricität, oder Magnetismus. Da wir über 
die Natur der letzteren nichts Zuverlässiges wissen , und es ausser- 
dem zweckmässig ist, der Darstellung eine solche Allgemeinheit 
zu geben, dass sie auch andere noch unbekannte Fälle umfassen 
kann, wollen wir die Benennung so wählen, dass nichts Hypo- 
thetisches darin liegt, sondern nur die Fähigkeit eine Wirkung 
auszuüben, darin angedeutet ist. Dazu scheint mir das auch sonst 
gebräuchliche Wort Agens sehr geeignet. Von einem Agens 
soll nur vorausgesetzt werden, dass es sich der Quantität nach 
bestimmen lasse, und dass die Kraft, welche eine gewisse Menge 
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eines Agens ausübt, unter sonst gleichen Umständen der Menge 
proportional sei. 

Soweit es bis jetzt bekannt ist, üben nur Agentien von 
gleicher Art eine solche Abstossung oder Anziehung, wie sie 
den obigen Gesetzen entspricht, auf einander aus. So wirkt pon- 
derable Masse auf ponderable Masse, Electricität auf Electricität, 
Magnetismus auf Magnetismus, und in solchen Fällen, wo schein- 
bar ungleichartige Agentien in derselben Weise auf einander 
wirken, oder wo über den eigentlichen Ursprung der Kräfte 
Zweifel herrschen, bleibt, nach allem, was bis jetzt bekannt ist, 
für die mathematische Behandlung der Sache wenigstens immer 
noch die Möglichkeit vorhanden, solche Annahmen über die wirk- 
samen Agentien zu machen, dass man nur zwischen gleichartigen 
Agentien Elräfte der genannten Art als vorhanden zu betrachten 
braucht. Dessenungeachtet ist es nicht nothwendig, unsere For- 
meln von vorn herein auf gleichartige Agentien zu beschränken, 
denn diese Beschränkung kann sehr leicht nachträglich hinzuge- 
fügt werden. 

Es seien also irgend zwei Mengen ^) von auf einander wirken- 
den Agentien gegeben, von denen vorläufig angenommen werden 
soll, dass sie in bestimmten Puncten p und p concentrirt seien. 
Die im Puncte/? befindliche Menge, nach irgend einer Einheit ge- 
messen, heisse 5', und die im Puncto jt?' befindliche Menge, welche, 
wenn sie demselben Agens angehört, natürlich auch nach der- 
selben Einheit gemessen wird, im anderen Falle aber eine be- 
sondere Einheit hat, heisse q\ Die Kraft, welche diese beiden 
Mengen auf einander ausüben, lässt sich den gemachten Annahmen 
nach darstellen durch die Formel: 

(15) f(y) = e^-^' 

worin e eine Grösse ist, die von der Natur der Agentien, und 
von den gewählten Einheiten abhängt. Dadurch, dass dieser 



1) Ich vermeide absichtlicli das Wort Masse, weil man mit diesem Be- 
griflPe die Vorstellung des Beharrungsvermögens verbindet, und die Grösse des 
Beharrungsvermögens als Maass der Masse nimmt, während mit dem Begriffe 
eines wirksamen Agens das Beharrungsvermögen nicht nothwendig verbunden 
zu sein braucht, und in den Fällen, wo es vorhanden ist, die Einheit des Be- 
harrungsvermögens eine andere sein kann, als diejenige, nach welcher man 
misst, wenn es sich um die Bestimmung der ausgeübten Kraft handelt. 
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Coefficient positiv oder negativ sein kann, wird der Unterschied 
zwischen Abstossung und Anziehung ausgedrückt. Führt man 
diese Formel in die zur Bestimmung der Kraftfunction dienende 
Gleichung (11) ein, so kommt: 

(16) F{r) = - L ilLrf;. = e^'^-. 

Denken wir uns nun, dass auf die Menge q nicht blos Eine 
sondern mehrere Mengen q, q\y q\ etc. wirken, welche unter 
sich gleichartig oder ungleichartig sein können, so ist, wenn wir 
zunächst der Allgemeinheit wegen das Letztere vorausssetzen, 
und daher die Coefficienten e als ungleich betrachten, die ge- 
sammte Kraftfunction: 

U= qie^- + ^ ii + ^ /^ + etc.) 



,17) =j24- 



Sind dagegen die wirksamen Mengen unter sich gleichartig, 
so hat e für alle denselben Werth und kann daher aus dem 
Summenzeichen herausgenommen werden, also: 

(18) U=qeyß-. 

Wenn das wirksame Agens nicht, wie bisher angenommen 
wurde, in einzelnen Puncten concentrirt ist, sondern einen Baum 
stetig ausfüllt, so denken wir es uns in Elemente dq zertheilt, 
und beziehen den Abstand r auf jedes Element, oder, strenger 
ausgedrückt, auf irgend einen Punct jedes Elementes, wodurch 
die Summe in ein Integral übergeht, nämlich: 

(19) rr_ . . I H 



u=,.\ 



Dass diese Umwandlung des vorigen Ausdrucks zulässig ist, ohne 
dass er dadurch seine Bedeutung als Kraftfunction verliert, ist 
unmittelbar klar, solange sich der Punct /? ausserhalb des von 
dem wirksamen Agens ausgefüllten Raumes befindet, 90 dass für 
kein Element d^ der Abstand r gleich Null oder auch nur mit 
den Dimensionen des Elementes vergleichbar wird. In diesem 
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Falle kann man sich nämlich jedes Element des Agens, welches 
ein Raumelement ausfällt, in irgend einem Puncte dieses B;auin- 
dementes concentrirt denken, ohne dass dadurch die "Wirkung, 
welche das Element auf das im Puncte p concentrirt gedachte 
Agens ausübt, merklich verändert wird. Für den anderen Fall, 
wo p sich innerhalb jenes Kaumes befindet, soll die Gültigkeit 
des Ausdruckes (19) als Kraftfunction weiterhin noch besonders 
bewiesen werden, und wir wollen ihn vorläufig auch für diesen 
Fall als richtig gelten lassen. 

Der Ausdruck (19) ist allgemeiner als der Ausdruck (18), 
und umfasst den letzteren, indem die Integration sich auch dann 
ausführen lässt, wenn endliche Mengen in einzelnen Puncten con- 
centrirt sind. 

§7. 

Annahmen, unter denen die Kraftfunction zur Poten- 

tialfunction wird. 

Fügen wir nun endlich zu den bisher gemachten Annahmen 
noch folgende zwei hinzu: 1) dass auch das im Puncte p befind- 
liche Agens, welches die Wirkung erleidet, von derselben Art 
sei, wie das, welches die "Wirkung ausübt, und 2) dass die Menge 
desselben nicht beliebig, sondern eine Einheit sei, so ist diese 
vereinfachte Kraftfunction diejenige, welche wir Potentialfunc- 
tion nennen. Bezeichnen wir diese zum Unterschiede mit F, 
und wählen wir für den im "Vorigen mit e bezeichneten Coeffi- 
cienten in diesem Falle den Buchstaben €, so ist, jenachdem das 
wirksame Agens in einzelnen Puncten concentrirt oder stetig 
durch einen Raum verbreitet ist, zu setzen: 

(I.) r=e2- 

(la.) F=^f^ 



^ 



Wir können demnach den BegriflF der Potentialfunction fol- 
gendermaassen definiren: Die Kraftfunction eines Agens, 
welches nach dem umgekehrten Quadrate der Entfer- 
nung anziehend oder abstossend wirkt, bezogen auf 
eine in einem Puncte concentrirt gedachte Einheit 
desselben Agens, heisst Potentialfunction. 
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Hieraus folgt, daas die negativen DiiFerentialcoefficienten 

dF dv er 



dx' dy' dz 

die drei Componenten derjenigen Kraft darstellen, welche das 
Agens auf eine im Puncto x, y, z gedachte Einheit desselben 
Agens ausüben würde. Befindet sich in diesem Puncte wirklich 
die Menge y des Agens, so sind die Componenten der auf diese 
ausgeübten Kraft: 

dV dV dV 

~9^-y '-9.-^> -9-^-' 
dx dy ^ dz 

Man sieht, dass zwischen diesen drei Grössen und den vorigen 
der Unterschied stattfindet, welchen man bei ponderablen Massen 
mit den Worten beschleunigende und bewegende Kraft 
ausdrückt. 

§ 8. 

Messung der Agentien und Festsetzung des 

Coefficienten c. 

Um mit HüKe der Gleichungen (I.) und (la.) die Potential- 
function für die verschiedenen Fälle, auf welche sie Anwendung 
findet, berechnen zu können, braucht nur noch angegeben zu 
werden, wie bei verschiedenen Agentien die Mengen gemessen 
werden müssen, und wie sich die Grösse e^dabei verhält. 

Bei ponderablen Massen, welche sich nach dem Gravitations- 
gesetze anziehen, ist 6 negativ, und der numerische Werth von 6 
muss so gewählt werden, dass er die Anziehungskraft darstellt, 
welche zwei Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung auf 
einander ausüben. 

Bei der Electricität unterscheidet man bekanntlich zwei 
Arten, welche die Eigenschaft haben, dass Mengen derselben 
Art sich unter einander abstossen, dagegen Mengen verschiedener 
Art sich anziehen. Ob die beiden Electricitäten wirklich als zwei 
verschiedene für sich bestehende Agentien zu betrachten sind, 
oder ob die Erscheinungen sich auch aus dem Vorhandensein 
eines einzigen Agens erklären lassen, ist für unsere jetzigen Un- 
tersuchungen gleichgültig. In ihnen kommt es nur darauf an, 
die Electricität in solcher Weise in die Formeln einzufahren, 
dass dadurch die von ihr ausgeübten Kräfte richtig dargestellt 
werden. Die so gebildeten mathematischen Ausdrücke behalten 
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ihre Gültigkeit, auch wenn man die Vorstellung über das Wesen 
der Electricität ändert. Um alle in der Electrostatik vorkommenden 
Kräfte, obwohl sie in manchen Fällen anziehend und in anderen 
abstossend sind, doch unter eine gemeinsame Formel zusammen- 
fassen zu können, in welcher e immer dasselbe Vorzeichen be- 
hält, hat man den Unterschied des Vorzeichens auf die Electri- 
citätsmengen selbst übertragen, indem man die Mengen der einen 
Electricität als positive und die der anderen als negative Grössen 
in Rechnung bringt. Dann wird die Kraft, welche irgend zwei 
in zwei Puncten concentrirte Electricitätsmengen q und q auf 
einander ausüben, durch die Formel: 

q.q' 

st — =— 

dargestellt, worin « eine unveränderliche Grösse ist, und zwar 
eine positive Grösse, weil in dem Falle, wo q und q gleiche 
Vorzeichen haben, der ganze Ausdruck positiv werden muss, wie 
es der Abstossung entspricht. 

Bei dieser Art die Mengen der beiden verschiedenen Elec- 
tricitäten in Rechnung zu bringen, kann man die Electricität im 
Ganzen ein abstossendes Agens nennen, weil bei der Benen- 
nung das Verhalten positiver Mengen maassgebend ist, und die 
Aenderungen, welche die Kraft dadurch erleidet, dass eine oder 
beide Mengen negatit werden, sich von selbst verstehen. Will 
man für irgend welche, theils positive, theils negative Electrici- 
tätsmengen die Potentialfunction bestimmen, so kann man das in 
der Gleichung (la.) vorkommende Integral über alle gegebenen 
Electricitätsmengen ausdehnen, indem man die Elemente dq je 
nach der Art der betreffenden Electricitätsmengen positiv oder 
negativ nimmt. Die so erhaltene Potentialfunction bezieht sich 
dann auf eine im Puncte p gedachte Einheit positiver Elec- 
tricität. 

Bei der Bestimmung magnetischer Kräfte kann man eben- 
falls, ohne über die wirkliche Natur des Magnetismus irgend- eine 
Annahme zu machen, Nordmagnetismus und Südmagnetismus als 
zwei Agentien betrachten, die sich in Bezug auf ihre gegensei- 
tigen Einwirkungen wie die beiden Electricitäten verhalten. Wir 
bringen die Mengen des einen, z. B. des Nordmag^etismus^ als 
positive und die des anderen als negative Grössen in Rechnung; 
dann behält c einen unveränderlichen Werth, und die Potential- 
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tunction, welche wir bekommen, bezieht sich auf eine im Puncte p 
gedachte Einheit von Nordmagnetismus. 

Die Grösse 6 ist in diesen Fällen die Abstossungskraft, 
welche zwei positive Einheiten des betreffenden Agens 
in der Einheit der Entfernung auf einander ausüben, 
was auch für die ponderable Masse gilt, wenn Anziehungskraft 
als negative Abstossungskraft gerechnet wird. Wenn bei einem 
Agens die Einheit, welche als Maass dient, nicht im Voraus ge- 
geben ist, sondern willkürlich gewählt werden kann, so lässt sich 
dadurch noch eine Vereinfachung erreichen. Wählt man nämlich 
als Einheit des Agens diejenige Menge, welche auf eine 
gleich grosse Menge desselben Agens in der Einheit 
der Entfernung die Einheit der Kraft ausübt, so ist der 
absolute Werth von « gleich Eins, und was das Vorzeichen 
antrifft, so ist bei ponderabler Masse zu setzen 6 = — 1, dagegen 
bei Electricität und Magnetismus c = + 1. Wir wollen indessen 
vorläufig über die Einheiten der Agentien keiner bestimmten 
Annahmen machen, und daher das allgemeine Zeichen € bei- 
behalten. 

§ 9. 

Ueber den Namen Potentialfunction und das bei der 
Bestimmung dieser Function angewandte Vorzeichen. 

Bevor wir zur weiteren Behandlung unserer Function schreiten, 
müssen noch erst ein paar Bemerkungen über den Namen und 
das Vorzeichen derselben eingeschaltet werden. 

Der Name Potentialfunction ist von Gbeen eingefiihrt. 
Gaus, welcher später dieselbe Function ebenfalls einer speciellen 
Betrachtung unterwarf, nannte sie kürzer Potential. Ich habe 
aber die ältere Benennung, PotentiaKunction, beibehalten, weil 
das Wort Potential noch für einen anderen Begriff gebraucht 
wird, der dem vorigen zwar verwandt aber nicht gleich ist. Ich 
glaube, dass diese Unterscheidung sich im zweiten Abschnitte 
dieser Schrift, welcher vom Potential handelt, hinlänglich 
rechtfertigen wird, und in der That ist sie auch schon von 
mehreren hervorragenden Autoren, wie Betti,^) Riemai^n,^) 



1) Teorica delle forze che agiscono secondo la legge di Newton, Pisa 1865. 

2) Schwere, Electricität und Magnetismus, nach den Vorlesungen von 
Bebnh. Riemann, bearbeitet von Hattendobff. Hannover 1876. 
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KöTTEBiTZSCH ^) uüd VON Bezolb ^ als sachgemäss aner- 
kannt. 

Was ferner das Vorzeichen der Potentialfanction anbetrifft, 
so macht Gauss bei der Bildung der letzteren zwischen anzie- 
henden und abstossenden Agentien keinen Unterschied, indem er 
in seinen Ausdruck der Potentialfunction den Factor g, welcher 
positiv oder negativ sein kann, und dadurch jene beiden Fälle 
unterscheidet, nicht aufgenommen hat. Dadurch, wird es aber 
nothwendig, jene Unterscheidung an einer anderen Stelle, nämlich 
bei der Ableitung der Kraftcomponenten aus der Potentialfanc- 
tion zu machen, indem man nicht in allen Fällen die negativen 
Differentialcoefficienten der Potentialfunction als Ausdrücke der 
Kraftcomponenten betrachten darf, sondern diese Diffierential- 
coefficienten bald mit dem negativen, bald mit dem positiven 
Vorzeichen versehen muss, jenachdem das wirksame Agens ein 
abstossendes oder anziehendes ist. Dieses scheint mir aber nicht 
zweckmässig zu sein. Da die eigentliche Bedeutung der Poten- 
tialfunction darin liegt, Alles, was zur Bestimmung der Kraft 
nöthig ist, auf eine einfache Weise darzustellen, und sie nur ein 
speci eller Fall der allgemeineren Kraftfunction ist, so halte ich 
es für angemessener, den Unterschied, ob das wirksame Agens 
ein abstossendes oder anziehendes ist, schon bei der Bildung der 
Potentialfunction selbst zu berücksichtigen, so dass die Ableitung 
der Kraftcomponenten aus der Potentialfunction immer in einer 
und derselben Weise geschehen kann. 

Wird dieses als zweckmässig zugestanden, so bleibt nur noch 
die Frage zu entscheiden, ob man es so einrichten soll, daas 
man, um die Componenten der Kraft, welche die im Puncte p ge- 
dachte positive Einheit des Agens erleidet, auszudrücken, nur 
die einfachen Differentialcoefficienten oder ihre negativen Werthe 
anzuwenden hat. Das erstere ist natürlich einfacher, und ich 
habe daher in den beiden ersten Auflagen dieses Buches das 
Vorzeichen der Potentialfunction in diesem Sinne gewählt, habe 
jedoch schon damals darauf aufmerksam gemacht, dass auch für 
die andere Wahl des Vorzeichens gewichtige Gründe sprechen. 
Seitdem bin ich nun zu der Ueberzeugung gelangt, dass die letz- 



1) Lehrbuch der Electrostatik von Th. Köttebitzsch. Leipzig 1872. 

2) Physikalische Bedeutung der Potentialfunction , von W. von Bezold. 
München 1861, und mehrere Aufsätze in Pogg. Ann. 
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teren Gründe überwiegen, besonders wenn man das Princip von 
der Erhaltung der Energie in der für die Anwendung bequemsten 
Form darstellen will, und ich habe daher in dieser Auflage 
schon bei der Kraftfunction und demgemäss auch bei der 
einen speciellen Fall derselben bildenden Potentialfunction das 
Vorzeichen so gewählt, dass die Kraftcomponenten durch die 
mit dem negativen Vorzeichen versehenen DifFerential- 
coefflcienten dieser Functionen dargestellt werden. 



§ 10. 
Das Potentialniveau. 

Was weiter oben in § 4 bei Betrachtung der Kraftfunction 
U über die Niveauflächen gesagt ist, gilt natürlich in gleicher 
Weise auch für die Potentialfunction V. 

Die Gleichung 

(20) r=^A, 

worin A eine Constante bedeutet, ist die Gleichung einer Niveau- 
fläche, und eine in irgend einem Puncte dieser Fläche gedachte 
positive Einheit des Agens erleidet eine Kraft, welche auf der 
Fläche senkrecht ist, und zwar ist die Kraft von der Fläche aus 
nach der Seite hin gerichtet, nach welcher die Potentialfunction 
abnimmt. 

Denkt man sich eine unendliche Menge solcher Flächen con- 
struirt, deren Gleichungen sich nur dadurch von einander unter- 
scheiden, dass die an der rechten Seite stehende Constante bei 
jeder folgenden um einen gewissen unendlich kleinen Werth 
grösser ist, als bei der vorhergehenden, dann lässt dieses System 
von Flächen an jeder Stelle des Baumes die £!raft, vrelche eine 
dort gedachte positive Einheit des Agens erleiden würde, nach 
Richtung und Grösse erkennen. Die Grösse der Kraft ist dem 
Abstände je zweier auf einander folgender Flächen umgekehrt 
proportional. 

Man kann den Werth ,• welchen die Potentialfunction an 
irgend einer Stelle des Baumes hat, und durch welchen die- 
jenige Niveaufläche, in der diese Stelle sich befindet, bestimmt 
wird, kurz das Potentialniveau dieser Stelle nennen. 

An verschiedenen Stellen des Baumes sind die Potential- 
niveaux im Allgemeinen verschieden, und die Verschiedenheit 

Clansius ,Potentialfiinction usw. 3. Aufl. 2 
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kann sich nicht nur auf den absoluten Werth, sondern auch auf 
das Vorzeichen beziehen. Bei Agentien, welche nur anziehend 
wirken (wie die ponderable Masse), kommen nur negative Poten- 
tialniveaux vor. Bei solchen Agentien dagegen, welche theils 
anziehend, theils abstossend wirken (wie die Electricität), können 
in verschiedenen Theilen des Baumes negative und positive Po- 
tentialniveaux vorkommen, und diese Theile des Baumes werden 
von einander getrennt durch eine Fläche mit dem Potentialni- 
veau Null. 

Wenn der Punct p, in welchem wir uns die Einheit des 
Agens concentrirt denken, sich von der Stelle, wo er sich ur- 
sprünglich befand, nach verschiedenen Bichtungen bewegt, so 
hängt die Kraft, welche bei dieser Bewegung fördernd oder hem- 
mend wirkt, davon ab, wie schnell in der betreffenden Bichtung 
das Potentialniveau sich ändert. Nach Bichtungen, in welchen 
das Potentialniveau constant bleibt, wirkt keine Kraft, und nach 
anderen Bichtungen wirken um so stärkere Kräfte, je schneller 
in ihnen die Aenderung des Potentialniveaus stattfindet, und 
zwar ist die auf irgend eine Bichtung bezogene Kraft positiv 
oder negativ, jenachdem das Potentialniveau in dieser Bichtung 
abnimmt oder zunimmt. 



§ 11. 

Bestimmung der Potentialfunction für den Fall, wenn 

der Punct p sich innerhalb des von dem wirksamen 

Agens stetig erfüllten Baumes befindet. 

In § 6 wurde gesagt, dass es nicht unmittelbar klar sei, ob 
die durch Gleichung (19) bestimmte Function U auch für den 
Fall, wenn derPunct/? sich innerhalb des von dem wirk- 
samen Agens stetig erfülltenBaumes befindet, die Eigen- 
schaft habe, durch ihre negativen Differentialcoefficienten die 
Ktaftcomponenten darzustellen, und dasselbe gilt natürlich auch 
von der in § 7 betrachteten, durch die Gleichung (la.) bestimmten 
Function V. Wir wollen daher diesen Fall jetzt näher unter- 
suchen, wobei wir uns aber, da die beiden Functionen sich in 
dieser Beziehung ganz gleich verhalten müssen, auf Eine von 
ihnen beschränken können, wozu wir die Potentialfunction V 
wählen wollen. 



^ 
\ 
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In der unter (la.) gegebenen Formel der Fotentialfunction: 



« J7 ^i 



ist die zu integrirende Function — für diejenigen Elemente dd^ 

T 

welche den betrachteten Punct unmittelbar umgeben, unendlich 
gross, weil der Abstand r für dieselben unendlich klein ist, und 
derselbe Umstand findet, wie wir gleich nachher sehen werden, 
in noch höherem Grade bei den Formeln statt, welche man er- 
hält, wenn man die Kraftcomponenten entweder direct oder 
durch Differentiation der Fotentialfunction bestimmen will. Nun 
ist freilich daraus, dass die zu integrirende Function für gewisse 
Elemente unendlich gross wird, noch nicht zu schliessen, dass 
auch das Integral selbst unendlich gross oder unbestimmt werden 
müsse, denn es kann sein, dass die Summe derjenigen Elemente, 
fiir welche die zu integrirende Function einen unendlich grossen 
Werth von einer gewissen Ordnung annimmt, selbst eine unend- 
lich kleine Grösse von noch höherer Ordnung ist, so dass der 
Einfluss dieser Elemente verschwindet, und das ganze Integral 
einen bestimmten endUchen Werth behält. Indessen darf man 
•ein solches Verhalten doch nicht ohne Weiteres voraussetzen, son- 
dern muss bei jedem derartigen Integrale, bevor man es zu wei- 
teren Rechnungen anwendet, durch besondere Betrachtungen dar- 
über entscheiden, ob die Integration in der Weise ausführbar 
ist, dass sie einen bestimmten endlichen Werth liefert. Dazu 
dient besonders das Verfahren, durch Einfuhrung anderer Ver- 
änderlicher das Integral so umzuformen, dass die nun zu inte- 
grirende Function für alle Elemente dieser neuen Veränderlichen 
endlich bleibt, wodurch dann die bestimmte Ausführbarkeit der 
Integration ausser Zweifel gesetzt ist. 

Dieses Verfahren wollen wir zunächst auf die Fotentialfunc- 
tion, und dann auf die Kraftcomponenten und die Differential- 
coefficienten der Fotentialfunction anwenden. 

Wir wollen dabei der Kürze wegen den Von dem Agens 

stetig erfüllten Baum einen Körper nennen, wobei wir aber 

unter dem Inhalte des Körpers nur dasjenige Agens verstehen, 

für welches wir die Fotentialfunction bestimmen wollen, und alles, 

was sonst noch in dem Körper sein mag, unberücksichtigt lassen. 

Sei K die Dichtigkeit des Körpers bei dem Functe x\ y\ z', 

2* 
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mit der Bedeutung, dass, wenn Vr ein Raumelement vorstellt und 
dq die Menge des darin enthaltenen wirksamen Agens ist, man hat: 

(21) dq=k'dv, 

wobei wir annehmen wollen, dass die Grösse k\ welche eine 
Function von x\ y\ z ist, nirgends unendlich gross werde. Da- 
durch geht der unter (la.) gegebene Ausdruck der Potential- 
function über in: 

(22) V= e (^ dv. 

Um für das Raumelement einen für unsem Z^eck passen- 
den Ausdruck zu gewinnen, wollen wir folgende räumliche Be- 
stimmungsweise einführen. Wir theilen zunächst den Raum in 
unendliche schmale Pyramiden ein, welche ihre Spitzen sämmt- 
lich in dem Puncte haben. Denken wir uns um p als Mittelpunct 
eine Kugelfläche mit der Längeneinheit als Radius beschrieben, 
so schneidet jede Elementarpyramide aus derselben ein Flächen- 
element aus, welches da heissen möge. Die Grösse dieses Flächen- 
elementes bestimmt die Grösse des körperlichen Winkels, welchen 
die Elementarpyramide an ihrer Spitze bildet, und wir wollen 
daher dieses mit da bezeichnete Element kurz das Element 
des körperlichen Winkels nennen. Die dabei geltende Ein- 
heit ergiebt sich daraus, dass der ganze Winkelraum um den 
Punct gleich 4;r zu setzen ist, indem der Flächeninhalt einer mit 
der Längeneinheit als Radius geschlagenen Kugelfläche bekannt- 
lich durch 4ut dargestellt wird. 

Betrachten wir nun in einer Elementarpyramide ein unend- 
lich kurzes Stück, welches zwischen zwei um p geschlagenen 
Kugelflächen mit den Radien r und r + dr liegt, so können wir 
dieses Stück als das Raumelement dr annehmen. Da dasselbe 
als kleines Prisma mit der Grundfläche r^da und der Höhe dr 
anzusehen ist, so kommt: 

(23) dT = r^drdo. 

Demnach ist: 

(24) dq' = Je 7^ dr da, 

und dadurch geht der obige Ausdruck von V über in: 



(25) ^^«JJ'^' 



T dr da. 
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Hierin ist die zu integrirende Function Vr für die ersten 
Elemente dr nicht nur nicht unendlich gross, sondern im G^egen- 
theil imendlich klein ^ und die oben erwähnte Schwierigkeit AUt 
somit fort, indem man ohne Weiteres sieht, dass das Integral 
einen bestimmten endlichen Werth haben muss. 



§. 12. 

Bestimmung der Potentialfunction einer Kug§^schicht, 
in welcher die Dichtigkeit eine Function des ßadius ist. 

Ich glaube, dass es zweckmässig sein wird, für einen spe- 
ciellen Fall die Bestimmung der Potentialfunction wirkKch aus- 
zuflihren, weil die im Folgenden zu behandelnden Sätze durch 
Anwendung auf einen concreten Fall besonders anschaulich werden. 
Dazu ist besonders der Fall geeignet, wo der wirksame Körper 
eine Eugelschicht ist, in welcher die Dichtigkeit innerhalb jeder 
concentrischen Kugelfläche constant ist, aber von einer solchen 
Kugelfläche zur anderen variiren kann. Für .eine Kugelschicht 
dieser Art hat nämlich die Potentialfunction eine sehr einfache 
Giestalt, und ausserdem ist auch die Kenntniss dieses Falles für 
manche andere Betrachtungen nützlich. 

Es sei also ein Baum gegeben, welcher zwischen zwei con- 
centrischen Kugelflächen mit den Badien a und A liegt, und von 
dem wirksamen Agens in der Weise erfüllt ist, dass die Dich- 
tigkeit H nur eine Function des Badius ist. 

Wir gehen zur Bestimmung der Potentialfunction von der 
Gleichung (22) aus, nämlich: 



\ 



r 



Um das hierin vorkommende Integral zu berechnen, wollen wir 
Polarcoordinaten um den Mittelpunct der Kugelschicht einführen. 
Die vom Mittelpuncte aus durch den Punct p gezogene Gerade 
möge die Axe des Systems sein. Denken wir uns nun vom Mittel- 
puncte aus nach dem Puncte der Schicht, wo sich das Baumele- 
ment dr befindet, einen Leitstrahl gezogen, so soll die Länge 
dieses Leitstrahles mit p, der Winkel, welchen der Leitstrahl 
mit der Axe bildet, mit &, und endlich der Winkel, welchen die 
durch die Axe und den Leitstrahl gelegte Ebene mit irgend einer 
durch die Axe gehenden festen Ebene bildet, mit q> bezeichnet 



L 
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werden. Führen wir dann noch für den Abstand des in der Axe 
liegenden Punctes p vom Mittelpuncte den Buchstaben / ein, so 
erhalten wir für die Grösse r, die Entfernung des Baumelementes 
dx vom Puncte />, den Ausdruck: 



und können zugleich für das Raumelement dt die bekannte 
Formel: 

dx = q^ sin ^ dq dd- dtp 
anwenden. Dadurch geht die obige Gleichung über in: 

worin die Integration nach q> von bis 2;i:, nach & von bis 7t 
und nach q von a bis A auszuführen ist. 

Die Integrationen nach (p und & lassen sich sofort aus- 
führen und geben: 

(27) r=-^'b>(/^^+/^+2(>/-l^^+/^-2()/)6^(). 

a 

Die hierin unter den beiden Wurzelzeichen befindlichen Ausdrücke 
sind vollständige Quadrate, und die Quadratwurzeln lassen sich 
daher ausziehen; indessen ist dabei noch eine besondere Be- 
merkung zu machen. Jede der beiden Quadratwurzeln kann, an 
. sich genommen, sowohl positiv als negativ sein; im vorliegenden 
Falle aber, wo die Quadratwurzeln specielle Werthe der Ent- 
fernung r sind, welche eine absolute Grösse ist, dürfen wir von 
den beiden Werthen jeder Wurzel nur den positiven anwenden. 
Wir haben also zu setzen: 



V'q^+P-2qI = Q-l, wenn q > / 

= /—(>, wenn() < /. 

Hierdurch nimmt die unter dem Integralzeichen stehende Diffe- 
renz der beiden Wurzeln folgende zwei verschiedene Formen an. 
Wenn p > /, so ist: 



(28) VQ' + P+2Ql-Vi)' + P^2Ql=^Q + l-{Q-l) = 2L 
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Wenn ^< /, so ist: 



(28a.) Vq^ ^p+2i>l-VQ''+ P- 2qI = q + l- (/-(>) = 2q. 

Wegen dieser Verschiedenheit des zu integrirenden Aus- 
druckes müssen wir nun in Bezug auf die Lage des Punctes p 
drei Fälle unterscheiden. 

1) Der Punct/? liege innerhalb des Hohlraumes der 
Kugelschicht. 

In diesem Falle ist /<a, und somit müssen alle bei der 
Integration vorkommenden Werthe von q grösser als l sein, 
woraus folgt, dass von den beiden Gleichungen (28) und (28a.) 
die erstere anzuwenden ist. Dadurch nimmt der Ausdruck der 
Potentialfunction, welche wir für diesen Fall mit Fi bezeichnen 
wollen, folgende Form an: 

Vi =^^'(>fc'9.2/rf() 

oder : 

(29) Vi = ^ne\k'(f dq. 

Dieser Ausdruck ist von / unabhängig, und es folgt daraus, dass 
innerhalb des Hohlraumes die Potentialfunction constant ist. Die 
Kraft, welche das in der Kugelschicht befindliche Agens auf eine 
irgend wo im Hohlräume gedachte Menge des Agens ausüben 
würde, muss also Null sein. 

Nimmt man speciell an, die Dichtigkeit K sei constant und 
somit die Kugelschicht homogen, so kann man auch die In- 
tegration nach Q ausführen und erhält: 

(30) Vi ='lntk\A^-a\ 

2) Der Punct /? liege ausserhalb der Kugelschicht. 
In diesem Falle ist Z > ^, und somit können nur solche 

Werthe von q bei der Integration vorkommen, die kleiner als l 
sind, und man hat daher die Gleichung (28 a.) anzuwenden. Die ' 
Potentialfunction, welche für diesen Fall mit Fi bezeichnet wer- 
den möge, nimmt also folgende Form an: 

A A 

V, = ^^U>.2prf() = ij^ J^y^p. 



24 I. Die Fotentialfimction. 

Schreiben wir diesen Ausdruck in der Gestalt 

A 



Ve= jY'AuqUq, 



80 stellt das Product i^nQ^dg das Volumen einer unendlich dün- 
nen Kugelschicht zwischen zwei Kugelflächen mit den Badien q 
und Q+dQ dar, und das Product KAnQ^dg bedeutet die in 
dieser unendlich dünnen Kugelschicht enthaltene Menge des Agens. 
Demnach ist die Grösse, welche man durch die Integration er- 
hält, nichts weiter, als die in der ganzen gegebenen Kugelschicht 
enthaltene Menge des Agens. Bezeichnen wir diese Menge mit 
Q, so lautet die Gleichung: 

(31) ^« = *T- 

Da / der Abstand des Punctes p yom Mittelpuncte der Kugel- 
schicht ist, so sieht man, dass für jeden im äusseren Baume ge- 
legenen Punct die Potentialfunction denselben ^V'erth hat, und 
demnach auch die Kraft, welche die Kugelschicht auf eine in 
dem Puncte gedachte Menge des Agens ausübt, in derselben 
Weise stattfindet, wie wenn die ganze in der Kugelschicht ent- 
haltene Menge des Agens im Mittelpuncte concentrirt wäre. 

Für den speciellen Fall, wo die Dichtigkeit K constant ist, 
kann man die vorige Gleichung auch so schreiben: 

(32) r, = ^^- ,k"^:^ . 

3) Der Punct p liege in der Kugelschicht selbst. 

In diesem Falle liegt der Werth von / zwischen a und A^ 
und demnach sind die bei der Integration vorkommenden Werthe 
von Q zum Theil kleiner, zum Theil grösser als /. Wir müssen 
daher das in der Gleichung (27) vorkommende Integral in zwei 
Integrale zerlegen. Das erste ist von a bis / zu nehmen, und in 
ihm ist die Gleichung (28 a.) anzuwenden; das zweite ist von / 
bis A zu nehmen, und in ihm ist die Gleichung (28) anzuwenden. 
Es kommt also, wenn wir die Potentialfunction für diesen Fall 
mit Vm. bezeichnen: 
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oder: 



(33) Fn, = i7telj\^'Q^^Q+ U'QdA. 

Für den Fall, wo ä' constant ist, also durchweg den beim 
Puncte p geltenden Werth k hat, lassen sich die Integrationen 
ausführen und man erhält: 



(34) 



F. = 2nM-^F-^^). 



In den vorstehenden Gleichungen können die Radien a und A 
der inneren und äusseren G-renzfläche der Kugelschicht beliebige 
Werthe haben, und es mögen in dieser Beziehung noch zwei 
specielle Fälle besonders hervorgehoben werden. 

Wenn man es, statt mit einer Kugelschicht, mit einer VoU- 
kugel zu thun hat, so braucht man nur den Radius a der inneren 
Grenzfläche gleich Null zu setzen, dann findet die mit Vi be- 
zeichnete, auf den inneren Hohlraum bezügliche Potentialfunction 
keine Anwendung, und die Ausdrücke für V^ und Ve verein- 
fachen sich in so leicht ersichtlicher Weise, dass es nicht nöthig 
sein wird, sie in der vereinfachten Form noch einmal anzuführen. 

Der zweite specielle Fall, welcher besonders für die Electri- 
citätslehre von Interesse ist, ist der, wenn man die Schicht als 
unendlich dünn annimmt, und dabei zugleich die Dichtigkeit k' 
als unendlich gross, so dass die in der Schicht enthaltene Menge 
des Agens eine endliche Grösse bleibt. Wir wollen für diesen 
Fall die auf eine homogene Kugelschicht bezüglichen Formeln 
(30) und (32) in folgender Weise schreiben: 

Fi = 2nEk'{A- a){A-^a) 

_ ^jiE j,.. ^A^ + Aa + a^ 

Nehmen wir nun an, dass die Dicke A — a unendlich abnehme, 
und zugleich die Dichtigkeit K in demselben Verhältnisse unend- 
lich zunehme, so dass das Product K {A — a) eine bestimmte end- 
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liehe Grösse bleibe, welche h heissen möge, so nähern sich beide 
Ausdrücke bestimmten Grenzwerthen, welche dieselben sind, die 
man erhält, wenn man von vorn herein nur eine einzelne mit 
dem Agens bedeckte Kugelfläche betrachtet, und unter k die 
Flächendichtigkeit versteht, in dem Sinne, dass auf dem 
Flächenelemente dio die Menge hdoo des Agens befindlich ist. 
Zur Bildung dieser Grenzwerthe hat man in den Summen A-^a 
und A^ + Aa + a^zw setzen ^ = a, und die Formeln lauten daher: 

Vi = Ane/ia 

Fe = ^TteA-j . 

Will man in allen in diesem § betrachteten Fällen die Po- 
tentialfunction als Function rechtwinkliger Coordinanten haben» 
so braucht man in den gewonnenen Formeln nur für die Grösse 
/ den Ausdruck zu setzen, welcher sie in rechtwinkligen Coordi- 
naten darstellt. Sind nämlich a?^, y^, z^ die Coordinaten des 
Mittelpunctes der Kugelschicht, so hat man zu setzen: 



§ 13. 

Bestimmung der Kraftcomponenten für einen im Innern 
des wirksamen Körpers liegenden Punct. 

Wir wollen nun in derselben Weise, wie wir in § 11 die 
Potentialfunction behandelt haben, die Componenten der 
Kraft, welche der Körper auf den Punct p ausübt, behandeln, 
und zwar wollen wir, da die nach verschiedenen Eichtungen 
gehenden Componenten in gleicher Weise zu behandeln sind, die 
nach der o: -Richtung gehende Componente als Beispiel wählen. 

Die von einem Elemente dq\ dessen Coordinaten x, y\ z 
sind, und dessen Abstand von p durch r dargestellt wird, auf/? 

ausgeübte Kraft ist c— ^ > ^^^d in die ar- Richtung fallende Com- 

ponente dieser Kraft ist t -, , und man erhält daher für 

r* r 

die X- Componente der ganzen Kraft den Ausdruck: 
(36) Z = eJ^^/. 
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Hierin wird fiir unendliche kleine Werthe von r die zu integri- 
rende Function sogar ein unendUch Grosses von der zweiten 
Ordnung; dessenungeachtet genügt auch hier die Einführung der 
obigen Differentiale, um diesem Uebelstande auszuweichen. Setzen 
wir nämlich für dq wieder den in (24) gegebenen Ausdruck, so 
kommt: 

(37) X=J^k''"-^drda. 

Da die Länge x — x' stets kleiner oder höchstens ebensogross 

X -~-~ X 

als r ist, so bleibt die hier zu integrirende Function K 

für alle Elemente dr eine endliche Grösse, und die Integration 
muss also einen bestimmten endlichen Werth geben. 

X — — X 

Im vorigen Ausdrucke bedeutet der Bruch den ne- 
gativen Werth des Cosinus des Winkels, welchen der von p nach 
dem Puncte x, y,z hinfahrende Leitstrahl mit der ar-Axe bildet. 
Nennt man diesen Winkel i^-, so kann man schreiben: 

(38) jr= — « ]\k' COS d- dr da. 

In dieser Form ist der Ausdruck auch auf die Kraftcomponenten 
nach beliebigen anderen Richtungen anwendbar, wenn man fest- 
setzt, dass & den Winkel des veränderlichen Leitstrahles mit der- 
jenigen Richtung, für welche man die Kraftcomponente bestimmen 
will, bedeuten soll. 

§ 14. 

Bestimmung der Diff er entialcoeff icienten der Potential- 
function für einen im Innern des wirksamen Körpers 

liegenden Punct. 

Es fragt sich nun, ob die ebengefundene Formel für die 

Kraftcomponente Xvoxi dem negativen Differentialcoefficienten der 

dV 
Potentialfunction — -,^— übereinstimmt. 

Ox 

Bei dieser Untersuchung entsteht eine neue Schwierigkeit 
Wir haben in § 11 die Potentialfunction in eine Form gebracht, 
welche zeigt, dass sie stets einen bestimmten endlichen Werth 
hat. Diese Form ist aber nicht brauchbar, wenn es sich darum 
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handelt, die Potentialfanction nach den Coordinaten des Punctes 
p zu differentiiren, denn in diesem Falle darf man dem Puncte p 
nicht Ton vorn herein eine feste Lage zuschreiben, und darf ihn 
daher auch nicht zum Mittelpuncte von Polarcoordinaten machen. 
Man kann zwar denjenigen Punct, für welchen man den Diffe- 
rentialcoefficienten kennen will, zum Mittelpuncte der Polarcoordi- 
naten wählen, muss dann ab^r die Potentialfunction so bestimmen, 
dass sie sich nicht auf diesen Mittelpunct bezieht, sondern auf 
irgend einen in seiner Nähe liegenden Punct, für welchen man 
die Coordinate, nach der man diflFerentiiren will, noch als ver- 
änderlich betrachten kann. Wenn man einen solchen Ausdruck 
für die Potentialfunction gewonnen hat, so diflferentiire man ihn, 
und erst nachdem dieses geschehen ist, darf man in dem dadurch 
erhaltenen Ausdrucke des Differentialcoefficienten der Coordinate 
einen bestimmten Werth beilegen, welchen man dann für unseren 
Fall so zu wählen hat, dass er dem Mittelpuncte der Polarcoor- 
dinaten entspricht. 

Es kommt also darauf an, es so einzurichten, dass in dem 
Ausdrucke der Potentialfunction die zu integrirende Function 
für alle Elemente endlich bleibt, auch wenn der Punkt p nicht 
im Mittelpuncte der Polarcoordinaten liegt, und dass in dem 
Ausdrucke des Differentialcoefficienten der Potential- 
funtion die zu integrirende Function wenigstens dann für alle 
Elemente endlich bleibt, wenn der Punct p im Mittelpunct der 
Polarcoordinaten liegt. 

Demgemäss denken wir uns, wenn wir nach x differentiiren 

wollen, durch den im Voraus gegebenen Punkt, für welchen wir 

dV 
den Differentialcoefficienten -^ kennen wollen, eine gerade Linie 

parallel der a:- Richtung gezogen, und für einen beliebigen Punct 
dieser Geraden wollen wir die Potentialfunction bestimmen. Die 
rechtwinkligen Coordinaten jenes im Voraus gegebenen Punctes 
seien x^, y^, z^ und die Coordinaten des beweglichen Punctes p 
seien ar, y^, z^. Wir nehmen nun jenen ersteren Punkt zum 
Mittelpuncte von folgendem Systeme von Polarcoordinaten. Die 
genannte, mit der a;-Axe parallele Gerade bilde die Axe dieses 
Systemes. Die Länge des vom Mittelpuncte nach dem Elemente 
dg gezogenen Leitstrahles heisse l, der Winkel, welchen der Leit- 
strahl mit der Axe bildet, &j und der Winkel, welchen die durch 
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die Axe und den Leitstrahl gelegte Ebene mit irgend einer anderen 
durch die Axe gehenden festen Ebene bildet, g>. Dann ist der 
Ausdruck des Baumelementes: 

dT = P sin 9- dl d^ d(p. 

Um den Abstand r dieses Elementes von dem beweglichen Puncto 
p zu bestimmen, wissen wir, dass p* in der Axe liegt, um die 
Strecke x — x^ vom Mittelpuncte entfernt, und zwar nach der 
positiven oder negativen Seite, je nachdem diese Differenz positiv 
oder negativ ist. Daraus folgt: 



r = V" / ' - 2 / (^ - c2?i) COS d- + (^ - ^i) ' 

= V7^sin^* + (/cos^ + ^1 - w)\ 
Demnach ist die Potentialfunction : 

(39) r= £ I W , dl dd^ dw. 

}}}VP sin ^^ + (/cos d^ + w^- sef ^ 

Hierin ist die zu integrirende Function offenbar für alle Werthe 
der Veränderlichen /, & und (p endlich, da der Zähler den Factor 
Z sin iS" enthält, welcher niemals grösser als der Nenner werden 
kann. 

Diflerentiiren wir diesen Ausdruck nachar, so kommt zunächst: 



er 



JJJ r/» ain 2a, i //^^a Q, i .« _ .^näiI 



und wenn wir hierin, dem Obigen gemäss, für x den bestimmten 
Werth Xj setzen, welcher dem Mittelpuncte der Polarcoordinaten 
entspricht, so erhalten wir: 

(40) l^^feijU'sin^cos^rf/rfö'rfy. 

Man sieht, dass in dieser Formel wiederum die zu integrirende 

Function für alle bei der Integration vorkommenden Elemente 

endlich bleibt. Demnach sind die oben gestellten Bedingungen 

erfüllt, und die letzte Formel kann als der richtige Ausdruck des 

dV 
Differentialcoefficienten -^— an dem gegebenen Puncto betrachtet 

-werden. 
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dV 
Vergleicht man diesen Ausdruck von -k— mit dem in Glei- 

chung (38) für X gefundenen, so ist klar, dass das Product 
sin ^'dß'dq) das Flächenelement darstellt, welches die durch die 
beiden Winkelelemente d& und d(p bestimmte Elementarpyramide 
aus der um den Mittelpunct der Coordinaten beschriebenen Kugel- 
ääche mit dem Radius 1 ausschneidet, und wir können daher 
dieses Product in der Gleichung (40) durch da ersetzen; ferner 
können wir in der Gleichung (40), in welcher vorausgesetzt ist, 
dass der Punct p im Mittelpuncte der Polarcoordinaten liege, 
dr statt dl schreiben. Wenn dann endlich noch die Gleichung (40) 
an beiden Seiten mit — 1 multiplicirt wird, so wird der in ihr 
an der rechten Seite stehende Ausdruck mit dem in (38) an der 
rechten Seite stehenden identisch, und man erhält also: 

x=-—. 

Es versteht sich auch hier wieder von selbst, dass ganz 
ebenso, wie der Differentialcoefficient nach x, auch die Dififeren- 
tialcoefficienten nach y und z oder nach irgend einer beliebigen 
Richtung s sich behandeln lassen, und wir können daher als ge- 
wonnenes Resultat aussprechen: sowohl ausserhalb als auch 
innerhalb des Raumes, welcher von dem wirksamen 
Agens erfüllt ist, werden durch die mit dem negativen 
Vorzeichen versehenen ersten Differentialcoefficien- 
ten der Potentialfunction die Kraftcomponenten dar- 
gestellt. 

§ 15. 

Satz in Bezug auf die zweiten Differentialcoefficienten 

der Potentialfunction, 

Wenden wir uns nun zur Betrachtung der zweiten Diffe- 
rentialcoefficienten, so finden wir wieder eine wichtige Eigenschaft 
der Potentialfunction. 

Da nach Gleichung (10) ist: 



r = V{a:- xj + (^ - y'f + (^ - z')\ 

SO erhält man, wenn man den Bruch — zweimal nach derselben 

r 

Veränderlichen diflferentiirt: 
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(41) 



-(}) 



dcc 



2 









= _ 1 + 3 <^/>' 



12 



dz' 



1 ,Az-/? 
-7 + ^—/ 



Durch Addition dieser drei Gleichungen kommt: 



(42) 






= 0. 



Um dieses Resultat auf die Potentialfunction anzuwenden, 
betrachten wir die allgemeine in (la.) gegebene Form derselben: 



r=«Jl^/. 



Für den Fall, dass r für alle vorkommenden dq eine endliche 
Grösse bleibt, können wir die doppelte Differentation sofort unter 
dem Integralzeichen vornehmen. Wir erhalten also für den auf x 
bezüglichen Differentialcoefficienten die Gleichung: 






4"^'^^' = 'K 



A + 3^" 



-)^/. 



Der unter dem letzten Integralzeichen in Klammer stehende Aus- 
druck kann oflfenbar unter der gemachten V^oraussetzung, dass r 
nicht unendlich klein wird, keinen unendlich grossen Werth an- 
nehmen, und die für die bestimmte Ausführbarkeit der Integration 
nothwendige Bedingung ist daher ohne Weiteres erfüllt. In ent- 
sprechender Weise erhalten wir für die auf y und z bezüglichen 
Differentialcoefficienten die Gleichungen: 
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)2l 






dz' 



=|"#!., = .J(4.,-<'-/!l).,. 






Wenn wir die in diesen drei Gleichungen vorkommenden 
Integrale addiren, so heben sie sich natürlich ebenso auf, wie 
die Ausdrücke (41), und wir bekommen: 

d^V &"¥ d^V ^ 
dx" df dr 

Diese Summe der drei zweiten Diflferentialcoefficienten kommt 
in der Potentialtheorie so häufig vor, dass es zweckmässig ist, 
sie durch ein kurzes Zeichen darzustellen, und wir wollen dieses, 
ähnlich wie Green, durch ein vor die Function geschriebenes A 
thun,^) so dass die vorige Gleichung in dieser Abkürzung lautet: 

(43 a.) JV=0. 

Da bei der Bildung dieser Gleichung vorausgesetzt wurde, 
dass r für alle Elemente dq' endlich bleibe, so folgt daraus, dass, 
wenn das wirksame Agens einen körperlichen Eaum stetig aus- 
füllt, die Gleichung nur für den Fall bewiesen ist, dass der 
Punct p ausserhalb dieses Körpers liegt, und vorläufig 
müssen wir sogar annehmen, dass p in endlichem Abstände 
von der Oberfläche des Körpers entfernt liege. 

§ 16. 
Gestaltung des vorigen Satzes für den Fall, wenn der 
betrachtete Punct sich innerhalb des wirksamen Kör- 
pers befindet. 

Befindet sich p innerhalb des Körpers, so ist für die näch- 
sten Elemente dq der Abstand. r unendlich klein und die in (41) 



1) GsEBK hat das Zeichen dF gebraucht, da aber der Buchstabe d auch 
^ur Bezeichnung der Variationen angewandt wird, so ist es zweckmässig, statt 
dessen ein anderes Zeichen anzuwenden, wozu J sehr geeignet ist. Noch will 
ich bemerken, dass Betti in seiner oben citirten werthvollen Schrift die in 
(43) vorkommende Summe nicht durch .JF, sondern durch J^V bezeichnet. 
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gegebenen zu integrirenden Ausdrücke werden daher unendlich 
gross. Man könnte nun vielleicht meinen, dass dieser Umstand 
auch hier, wie in den früheren Fällen, weil er sich nur auf eine 
unendlich kleine Menge des Agens bezieht, kein wesentliches 
Hindemiss für die Anwendbarkeit der Formeln bilde; bei näherer 
Betrachtung findet man jedoch, dass die Sache sich in diesem 
Falle anders verhält, weil die zu integrirenden Functionen un- 
endliche Grossen von zu hoher Ordnung werden. 

Bilden wir nämlich den Differentialcoefficienten -s^-» in der 

vorher angegebenen Weise, und setzen darin für das Element dq 
den in Gleichung (24) gegebenen Ausdruck k'r^ dr da, so kommt: 



da^ ~^ 



JJI^(-'+3^K-. 



X —~ X 

und wenn wir hierin noch für , wie in § 18, schreiben 

— cosi9-, und dem entsprechend das Element da durch ^md'dß'dip 
ersetzen, so lautet die Formel: 



= 6 



II I— (- 1 + 3cos'*)sin^^/-^^rf9) . 



Man sieht, dass selbst in dieser durch Einführung von Polar- 
coordinaten umgestalteten Formel wegen des r, welches im Nenner 
geblieben ist, die zu integrirende Function für die ersten Ele- 
mente dr unendlich gross wird. Auf den ersten Blick könnte es 
sogar scheinen, als ob auch das ganze Integral unendlich gross 

Jdr 
— , wenn es von r = bis zu 

einem endlichen Werthe von r genommen wird, unendlich gross 
wird. Wenn man jedoch auch die Integrationen nach den beiden 
Winkeln und insbesondere diejenige nach & berücksichtigt, so 
findet man, dass allerdings, wenn diese Integrationen nur auf 
einen TheU des körperlichen Winkelraumes um p ausgedehnt 
werden, im Allgemeinen unendliche Werthe entstehen, dass aber 
bei Ausdehnung auf den ganzen Winkelraum, wobei nach ß- von 
bis 11 integrirt werden muss, das Integral sich in die Gestalt 
einer algebraischen Summe bringen lässt, welche unendlich grosse 
Glieder enthält, die aber verschiedene Vorzeichen haben, und sich 
der Form nach gegenseitig aufheben. Diese Summe ist nicht 

Clansins »PotentialfVinction usw. 3. Aufl. 3 
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als unendlich gross zu betrachten, aber auf der andern Seite 
kann man ihr auch keinen bestimmten endlichen Werth zu- 
schreiben, weil die algebraische Summe zweier mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen versehener unendlicher Grössen, welche der 
Form nach gleich sind, nicht ohne Weiteres gleich Null zu setzen 
ist, sondern einen unbestimmten Werth hat. 

Ohne auf das Verhalten derartiger Ausdrücke mit unendlich 
werdenden Gliedern hier näher einzugehen, können wir jedenfalls 

soviel sagen, dass der obige Ausdruck von -^-^ (welcher da- 
durch entstanden ist, dass in der unter (la.) gegebenen Formel 
von F, worin die Integration noch ganz unausgeführt ist, die 
zweifache Differentiation unter dem Integralzeichen vorgenommen 

wurde), zur Bestimmung des wahren Werthes von ^ ^ nicht 

geeignet ist, weil selbst nach Einführung von Polarcoordinaten 
die zu integrirende Function nicht für alle vorkommenden Werthe 
der Veränderlichen endlich bleibt. Wir müssen also die Werthe 
der zweiten Differentialcoefficienten von V und ihrer Summe J V 
auf andere Weise zu bestimmen suchen. 

Es wird zweckmässig sein, hier gleich im Voraus anzugeben, 
welches Resultat man bei der richtigen Bestimmungsweise jener 
Grössen erhält. Sei nämlich k die Dichtigkeit des Agens in dem 
betrachteten Puncte p, mit den Coordinaten x, y, z, so ist: 

d'F d'F d'V _ 

Diese Gleichung, welche die früher unter (43) und (43 a.) mit- 
getheilte Gleichung als speciellen Fall umfasst, indem ausserhalb des 
Körpers ä = ist, drückt die zweite Haupteigenschaft der Poten- 
tialfunction aus, nämlich die, dass man aus der Potential- 
function eines Age^ns auch seine Dichtigkeit k als 
Function der Baumcoordinaten ableiten, und somit die 
Art, wie das Agens durch den Baum vertheilt ist, be- 
stimmen kann. 

Bevor wir dazu übergehen, diesen Satz in voller Allgemein- 
heit zu beweisen, möge des leichteren Verständnisses wegen zuerst 
ein einfacher specieller Fall betrachtet und für diesen eine oft 
angewandte Behandlungsart angeführt werden. 
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§ 17. 

Beweis des Satzes für den Fall eines homogenen 

Körpers. 

Der zur yorläufigen Behandlung gewählte specielle Fall ist 
derjenige, wo die Dichtigkeit des Agens in dem ganzen 
Körper gleich oder, mit anderen Worten, der Körper in 
Bezug auf das Agens homogen ist, und wo ferner der be- 
trachtete Punct p sich in endlicher Entfernung yon 
der Oberfläche befindet. 

In diesem Falle ist die Grösse k' constant und hat den bei 
p geltenden Werth A, und man kann daher, nachdem man in der 
Gleichung (la.) das Mengenelement dq durch das Product hdr 
ersetzt hat, worin dr das Baumelement bedeutet, den Coefficienten 
k aus dem Integralzeichen herausnehmen und schreiben: 






(44) jr=g>JI_ 

Man denke sich nun um einen in der Nähe des betrachteten 
Functes p liegenden Punct eine ganz im Innern des Körpers 
liegende Kugelfläche geschlagen, welche den Punct p umschliesst 
und überall in endlicher Entfernung von demselben bleibt, welches 
Letztere bei der angenommenen Lage des Punctes p möglich ist. 
Durch diese Kugelfläche wird der gegebene Körper in zwei Theile 
getheilt, nämlich in den, welcher innerhalb, und in den, welcher 
ausserhalb der Kugelfläche Hegt. Demgemäss woUeu wir auch 
das in der Gleichung (44) vorkommende Integral in zwei Theile 
theilen, welche äusserlich durch die an die Integralzeichen ge- 
setzten Indices 1 und 2 unterschieden werden sollen. Die Glei- 
chung (44) geht dann über in: 



(45) 



F=eJk 




• 

worin das erste Integral sich über den Bauminhalt der Kugel 
und das zweite sich über den ausserhalb der Kugel liegenden 
Theil des Körpers erstreckt. 

Die erste Integration lässt sich sogleich wirklich ausfahren. 
Die dazu nöthige Bechnung ist schon oben in § 12, welcher sich 
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auf eine von zwei concentrischen Kugelflächen begrenzte Kugel- 
schicht, (worin als specieller Fall auch die Yollkugel inbegriffen 
ist), bezieht, auseinandergesetzt, und aus der dort unter (34) ge- 
gebenen Gleichung, in welcher für eine Vollkugel a = zu setzen 
ist, ergiebt sich, wenn der Radius der Kugel mit A und der Ab- 
stand des betrachteten Punctes f vom Mittelpuncte der Kugel 
mit l bezeichnet wird: 



flrfr = 2.(^-l?). 



Nennen wir noch die Coordinaten des Mittelpunctes der Kugel 
^w y^j ^07 so ist: 

wodurch die vorige Gleichung übergeht in: 



J" 



- y[(^ - '^o)* 



+ (y-yor + (^-'ä'o) 



^2 



Setzen wir diesen Werth des ersten Integrals in die G-lei- 
chung (45) ein, so erhalten wir: 

Ir 
3-[' 



(46) ^= 2716^' 



^-- (a?-^o)*+Cy-yo)'+(^-'^o) 



2 



s 



+ €i^i — dr. 



Diese Gleichung lässt sich nun differentiiren, denn im zwei- 
ten Integrale, in welchem nur endliche Werthe von r vorkommen, 
kann man die Differentiation ohne Weiteres unter dem Integral- 
zeichen vornehmen. Wir erhalten dadurch: 



d'F 



dx 



2 



nek-^r «^ 



(47) 



'^,= -^n.k-,.k 



df 






Tiik-\- Ek 
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Addirt man diese drei Gleichungen, so geben die drei noch 
unausgeführten Integrale, gemäss der Gleichung (42), als Summe 
Null, und es kommt: 

oder: 

welches die zu beweisende Gleichung ist. 

Eine eigenthümliche Form der Potentialfunction eines ho- 
mogenen Körpers, mittelst deren die vorstehende Gleichung sich 
noch leichter beweisen lässt, deren Ableitung aber hier den Gang 
der Betrachtungen mehr, als zweckmässig ist, unterbrechen würde, 
wird noch in einem am Ende dieses Buches anzuschliessenden 
Zusätze^) mitgetheilt werden. 

§ 18. 

Veränderte Form der Gleichung (IL) und vorläufige 

Beschränkung. 

Was nun den allgemeinen, auch für nicht homogene Körper 
geltenden Beweis anbetrifft, so bietet dieser einige Schwierigkeiten 
dar, welche man in verschiedenen Weisen zu heben gesucht hat. 
Ich will hier einen Beweis mittheilen, welchen ich zuerst im 
Jahre 1858 in Liouvillb'b Journal (Ser. II, T. III) veröffentlicht 
habe, und welcher, wie es mir scheint, in einfachster Weise das 
Unendlichwerden von Gliedern unter den Integralzeichen ver- 
meidet. 

Er bezieht sich nicht direct auf die Potentialfunction, son- 
dern auf die mit Xj V, Z bezeichneten Kraftcomponenten, indem 
er für folgende Gleichung gilt: 

(IIa.) - — h - — \-^- = 4:neX:. 

ox oy dz 

Diese Gleichung lässt sich aber mittelst der oben allgemein be- 
wiesenen Gleichungen 

er dv dv 

dx dy dz 

leicht auf die Gleichung (II.) zurückführen. 

1) Siehe Zasatz I. 
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Um es bei dem Beweise nicht von Yorn herein mit einem zu 
complicirten Falle zu thun zu haben, wollen wir rorläufig an- 
nehmen, der betrachtete Punct p befinde sich in endlicher Ent- 
fernung von der Oberfläche des gegebenen Körpers, und es 
komme in der unmittelbaren Nähe des Punctes auch keine sprung- 
weise Aenderung der Dichtigkeit k des Körpers yor. Dann 
können wir uns um den Punct eine geschlossene Fläche be- 
schrieben denken, welche überall um eine endliche Strecke von 
ihm entfernt ist, und innerhalb deren nur stetige Dichtigkeits- 
änderungen stattfinden, und auf den von dieser Fläche einge- 
schlossenen Theil des Körpers können wir unsere Betrachtung 
beschränken, da aus § 15 bekannt ist, dass der Theil des Körpers, 
welcher ausserhalb dieser Fläche liegt, und dessen Elemente sich 
daher alle in endlicher Entfernung von p befinden, nichts zu dem 
Werthe der linken Seite der Gleichung (IIa.) beitragen kann. 

Der Fall, wo der Punct p unendlich nahe an der Oberfläche 
des gegebenen Körpers oder an einer Stelle, wo die Dichtigkeit 
des Körpers sich sprungsweise ändert, gelegen ist, soll weiter 
unten einer besonderen Betrachtung unterworfen werden. 

§ 19. 
Umgestaltung der Ausdrücke der Kraftcomponenten. 

Zur Bestimmung der Kraftcomponente X gUt die unter (38) 
gegebene Gleichung, welche wir, wenn wir die Cosinus der Winkel, 
welche der von p ausgehende Leitstrahl r mit den Coordinaten- 
richtungen bildet, von jetzt an durch die einfachen Buchstaben 
a, h und c bezeichnen, so schreiben können: 

(48) X= —tVLk'adrda. 

Hierin ist die Integration nach r für den Theil des Leitstrahles 
auszufuhren, welcher innerhalb des betrachteten Körperstückes 
liegt. Da die Gestalt der geschlossenen Fläche, welche dieses 
Körperstück einschliesst, und welche wir kurz die Oberfläche des 
betrachteten Körpers nennen wollen, beliebig gewählt werden 
kann, so wollen wir annehmen, diese Fläche sei so geformt, dass 
jeder von p ausgehende Leitstrahl sie nur Einmal trefie. Be- 
zeichnen wir dann den Werth, welchen r am Durchnittspuncte 
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hat, mit By so ist die Integration von bis R auszuführen. Da 
femer der mit a bezeichnete Cosinus Ton r unabhängig ist, und 
nur k' von r abhängt, so können wir die vorige Gleichung auch 
so schreiben: 

(49) X=— clrfcTöl k'dr. 

Hierin wollen wir nun das auf den körperlichen Winkel be- 
zügliche Integral in ein auf die Oberfläche des betrachteten 
Körpers bezügliches y erwandeln. Sei da) das Flächenelement, 
welches die dem körperlichen Winkel der entsprechende Elementar- 
pyramide aus der Oberfläche ausschneidet, und sei i der Cosinus 
des Winkels, welchen die auf diesem Oberflächenelemente nach 
Aussen hin errichtete Normale mit einem von p nach dem Ele- 
mente gezogenen und darüber hinaus verlängerten Leitstrahle 
bildet, so gilt die Gleichung: 

oder anders geschrieben: 

i 

(50) da = -^2" ^^• 

JLl 

Durch Einsetzung dieses Werthes von da geht (49) über in 

(51) X= —e \do) a -^l k'dr, 

worin die durch das erste Integralzeichen angedeutete Integration 
über die ganze Oberfläche des betrachteten Körpers zu nehmen ist. 
Nachdem für das Element des körperlichen Winkels das- 
jenige der Oberfläche eingeführt ist, ist es zweckmässig, auch das 

Integral VUdr etwas abzuändern. Dieses Integral bezieht sich 

auf die den Punct/? mit dem Oberflächenelement d(D verbindende 
Gerade, und seiner bisherigen Form liegt die Anschauung zu 
Grunde, dass die Gerade von/? nach c?(» hin gehe, und in dieser 
Kichtung auch die Integration auszuführen sei. Da nun aber 
das Oberflächenelement doi eine feste Lage hat, während die Lage 
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des Punctes p als veränderlich angesehen werden muss, indem 
nach seinen Coordinaten differentiirt werden soll, so ist es für 
die folgenden Betrachtungen angemessener, uns die Gerade. Ton 
do) nach p hin gehend zu denken und in dieser Richtung die 
Integration auszufbhren. Während wir den Abstand irgend 
eines auf der Geraden gewählten Punctes vom Puncte p mit r 
bezeichnet haben, wollen wir den Abstand desselben Punctes von 
dem anderen Endpuncte der Geraden, wo dtu liegt, mit q be- 
zeichnen. Dann ist 

r = jB — p 
dr= — dQ . 

Setzen wir demnach in jenem Integrale — dg an die SteUe von 
dr, und bedenken zugleich, dass dem Grenz werthe r = der 
Grenzwerth p = Ä und dem anderen Grenzwerthe r = R der Grenz- 
werth Q = entspricht, so kommt: 

l i:'dr = — Xi'dQ = lA'dQ. 

Durch diese kleine Veränderung nimmt die Gleichung (51) fol- 
gende für unseren Zweck bequemere Form an: 



(52) 



X= -— e\do) a-=^\i!'dQ. 





Aus dieser für die Componente X gefundenen Formel können 
wir sofort auch diejenigen für die Componenten ¥ und Z ab- 
leiten. Da nämlich a die einzige in der Formel vorkommende 
Grösse ist, welche auf die a:-Axe Bezug hat, so brauchen wir 
für diese nur die entsprechenden auf die beiden anderen Axen 
bezüglichen Grössen b und c, (die Cosinus der Winkel, welche 
der Leitstrahl mit |der y- und 2;-Axe bildet), zu substituiren. 
Dabei wollen wir zur Abkürzung noch für das auf q bezügliche 
Integral einen einfachen Buchstaben einführen, indem wir setzen: 

(53) ff= \kdQ. 
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Dann lauten die Ausdrücke für die drei Kraftcomponenten: 



(54) 



X = 



-'H 



t 



Y=- 



ei-^Hdw 



€ 1 -^;:5- Hdü) 



Z= 



s 

-4 



M 



2 



fc 1 -^;;^ Hdli), 



B' 



In diesen Ausdrücken kann man, da das Oberflächenelement 
dcoj nach welchem integrirt werden soll, von den Coordinaten x, 
y, z des Punctes p ganz unabhängig ist, die Differentiation nach 
diesen Grössen unter den Integralzeichen vornehmen, und da die 
im Nenner stehende Grösse B für alle Oberflächenelemente 
endlich ist, so ist es schon aus diesem Grunde selbstverständlich, 
dass die durch die Differentiation entstehenden Ausdrücke nicht 
unendlich gross werden können. 



§ 20. 
Beweis der Gleichung (IIa.) für homogene Körper. 

Obwohl es gar keine Schwierigkeit hat, mittelst der eben 
gewonnenen Ausdrücke der Kraftcomponenten die Gleichung (IIa.) 
sofort für nicht homogene Körper zu beweisen, wollen wir der 
leichteren Anschauung wegen zunächst den Beweis für homogene 
Körper einschalten, was auch insofern zweckmässig ist, als wir 
dabei zu Gleichungen gelangen, welche uns weiterhin nützlich 
sein werden. 

Für einen homogenen Körper, in welchem U constant den 
beim Puncte p stattfindenden Werth k hat, nimmt die zur Bestim- 
mung von ^dienende Gleichung (53) folgende einfache Gestalt an: 



(55) 



H 






kB, 



und dadurch gehen die Gleichungen (54) über in 
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(56) 



ek 



f ai 



d(o 



Y= 



ek\-^-da) 






B 



ek\-r=:- da). 



R 



Um diese Ausdrücke für die Differentiation nach Xj y und z 
geeignet zu machen, wollen wir sie so umformen, dass diese 
Grrössen nicht implicite, sondern explicite in ihnen vorkommen. 
Seien |, 17, ^ die Coordinaten des Oberflächenelementes dm^ dann 
gilt für R die Gleichung: 



(57) 



i2=y(f-a?)= + (»;-y)*+(C-«y 



und die durch a, h und c bezeichneten Cosinus werden bestimmt 
durch die Gleichungen: 



(58) 



a 



B 



b = 



R 



c = 



B 



Führt man femer für die Cosinus der Winkel, welche die auf 
dem Oberflächenelemente du nach Aussen hin errichtete Normale 
mit den Ooordinatenaxen bildet, die Zeichen «, ß, y ein, so wird 
der mit 2 bezeichnete Cosinus bestimmt durch 



(59) 



i=-aa-\-bß-\- cy 

^ (g — a;)« + (t?-j^)|g+(C-g)y 

B 



Durch diese Gleichungen geht die erste der Gleichungen (56) 
über in: 



(60) X=-tk 






dm. 



Indem man diese Gleichung nach x differentiirt, erhält man 
zunächst: 
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dx 



=..j{ 



(61) 



{l — x)a+ {r}—y)ß+ (C- g)y + (f — g)« 
3 (I - a^)*[(g - ^) tt + iv—y)ß+ (C - ^) y] ] j^ 

Hierin kann man nun wieder die Zeichen R, a und i einführen, 
und wenn man dann auch f&r die beiden anderen Coordinaten- 
richtungen die entsprechenden Gleichungen bildet, so erhält man: 



(62) 



dX ,raa-(3a*-l)e, 

—-=tk\ — ^, ata 

ox 

dY 



dy 

dz 



i 
i 





£' 




bß- 


- (3Ä»- 


-1)* 




B* 




cy — 


-(3 c»- 


-De- 



d(o 



B 



t 



dtD. 



Durch Addition dieser drei Gleichungen unter Berücksich- 
tigung der Gleichungen 

aa + bß+ cy = i 



ergiebt sich: 
(63) 



dX dY dZ , 



i 



E 



2 



d(o. 



Hierin kann man nun wieder mit Hülfe Ton (50) statt des Ober- 
flächenelementes do^ das Element des körperlichen Winkels do 
einfuhren, wodurch entsteht: 



(64) 



dX dY dZ_ 
dx dy dz 



=Ek\da. 



Die hierin angedeutete Integration lässt sich sofort ausführen 
imd giebt einfach den ganzen körperlichen Winkelraum um p^ 
also den Werth An, und wir erhalten somit die zu beweisende 
Gleichung: 

dX dY dZ 

■ xi — ^'^ — \--^- = 4inek. 
dx dy dz 
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§ 21. 

Beweis der Gleichung (IIa.) für nicht homogene Körper. 

Wir gehen nun wieder zurück zu den unter (54) gegebenen 
allgemeineren Ausdrücken von X, Y und Z, von denen der erste 
lautete: 



f ai 



Hd(a. 



Durch Differentiation dieser Gleichung erhält man zunächst: 



(65) 



dX 



= -'\[tW 



ff+ 



at 



dH 



doi. 



die ~}ldie\Ji'/ ~ ' £* dx ^ 

Wendet man nun wieder für R, a and i die im vorigen § unter 
(57), (58) und (59) gegebenen Ausdrücke an, so findet man: 

Differentiirt man diesen Ausdruck nach x und fuhrt dann wieder 
die Grössen R, a und i ein, so kommt: 

d lai\ — aa + (4ö^-- l)^ 



(66) 



dx 



(ai\ _ — 05« 



le 



Diesen Werth hat man in (65) einzusetzen. Bildet man dann 
auch noch die entsprechenden Gleichungen für die beiden anderen 
CoordinatenrichtuDgen, so erhält man: 



(67) 



dX 

dx 

dY 



dy 
dZ 



{\ aa 



bi 





I? 




bß- 


-{W- 


-l)i 




S^ 




cy- 


-(4 c*- 


-\)i 



H- 



H- 



dR 

dx - 

dH 



d(o 



M 



et 



li 



dy 1 

dH- 

dz. 



dot 



d(o. 



Addirt man diese drei Gleichungen, und bedenkt dabei wie- 
der, dass man zu setzen hat: 

a» + i« + c» = 1 
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so heben sich die Glieder, welche H als Factor haben, gegen- 
seitig auf^ und es bleibt: 

Es kommt nun noch darauf an, die Differentialcoef&cienten 
von H näher zu betrachten. Da das mit J^ bezeichnete Integral, 
nämlich: 



\ 



E 







sich über eine Gerade erstreckt, welche in dem Oberflächenpuncte 
I, % f beginnt und in unserem Puncte mit den Coordinaten .^, 
y, z endet, so können wir es als eine Function der sechs Grössen 
1? Vt £7 ^1 Vj ^ ansehen. Die drei letzten dieser Grössen können 
den obigen Gleichungen gemäss durch folgende Formeln dar- 
gestellt werden: 

y = r} — bB 

Hierin könnten wir noch eine der drei Grössen a, by c durch die 
beiden übrigen ausdrücken, oder wir könnten alle drei durch zwei 
andere Grössen, welche die Eichtung der von dem Oberflächen- 
puncte nachzugehenden Geraden bestimmen, darstellen; indessen 
ist es für unseren gegenwärtigen Zweck bequemer, einfach die 
drei Grössen a, ä, c beizubehalten. Denken wir uns nun die drei 
vorigen Formeln in dem Ausdrucke von H für ar, y und z sub- 
stituirt, so erhalten wir einen Ausdruck, welcher die Grössen 
£9 Vi Cy ^9 bj c, R enthält. 

Wenn wir nun die Grösse H nach x, y und z differentiiren 
sollen, so sind dabei die Coordinaten |, 1;, ^ des Oberflächen- 
punctes als constant anzusehen, und wir können daher die Diffe- 
rentiationen in der Weise ausführen, dass wir uns IT durch einen 
Ausdruck, welcher a-, b, c und R als Veränderliche enthält, dar- 
gestellt denken, und dann diese vier Veränderlichen wiederum 
als Functionen von a:, y, z betrachten. Auf diese Weise erhalten 
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wir z. B. für den nach x genommenen Differentialcoefiicienten 
folgenden Ausdruck: 

dH dH da dH db ^ öH de , dH dB 
dw da da! db dx de dx dB dx 

Nun ist in Folge der obigen Werthe von a, b, c und B zu setzen: 

da_ — l + ö* db _ab de _ac dB 
'dx~ B ' dx~^' 'dx~ it' 'dx 

wodurch die vorige Gleichung übergeht in: 

djSdH -l + (^ dH ab dH ac_dH 
dx~da' B '^db' B'^dc' B dB^ 

oder 'anders geordnet: 



= — a, 



dH 
-""dB- 



dH Ir dH l dH ^ dH dH\l 
(«^) d^-'Bl-d-a+'yd^-^^db + 'd^}. 

Der in dieser Gleichung am Ende stehende Differential- 

dH 

coefficient ^^ hat eine sehr einfache Bedeutung. Es ist nämlich: 

(70) ^^ 






dB ._.,, 

worin K die Dichtigkeit an derjenigen Stelle des Körpers be- 
zeichnet, welche in der betrachteten, den Oberflächenpunct |, 17, ^ 
mit dem Eunct p verbindenden Geraden vom ersteren Puncte um 
die Strecke q entfernt ist. Die Lage dieser Stelle und dadurch 
auch die dort stattfindende Dichtigkeit K ist, wenn der Ober- 
flächenpunct als gegeben vorausgesetzt wird, durch die Grössen 
a, by c und g bestimmt. Da ferner bei der Integration nach q 
die Grössen a, b, c, welche die Richtung der Geraden bestimmen, 
als constant vorausgesetzt werden, und nur g veränderlich ist, so 
kann man in dem vorstehenden Integrale k' einfach als Function 
von Q ansehen. Nun gilt aber bekanntlich von dem nach der 
oberen Grenze eines Integrales genommenen Differentialcoeffi- 
cienten der durch die folgende Gleichung ausgedrückte Satz: 

d 



dB 



J/(?)rf(>=/(^. 
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Wenden wir dieses auf unseren Fall an, so ist f{R) der Werth, 
welchen die Dichtigkeit k' an derjenigen Stelle der Geraden hat, 
welche um die Strecke R von der Oberfläche entfernt ist, d. h. 
in unserem Puncte p. Indem wir diesen speciellen Werth Ton 
k^ einfach mit k bezeichnen, können wir die yorige Gleichung so 
schreiben: 



dB 



^0 



und dadurch geht die Gleichung (70) über in: 

dff 



(71) 



du 



= L 



Setzen wir diesen Werth in die Gleichung (69) ein, und bil- 
den zugleich die entsprechenden Gleichungen für die beiden an- 

deren Differentialcoefficienten -g- und -^- , so kommt: 



(72) 



dH 

dx 

dH 

dy 

dH 

dz' 



ir dH , I dH , ,dH , dH 






dö 



dH l dH dH 



db 

dH 

de 



(• 



da • 



db 



de 

dja 

de 



+ e 



/ dH ^ ^dH dH 
\ da 



db 



de 



)]- 

): 



bk 



ck. 



Multipliciren wir diese Gleichungen, die erste mit o, die zweite 
mit h und die dritte mit c, und addiren sie, so heben sich an 
der rechten Seite alle in den eckigen Klammem stehenden Glie- 
der gegenseitig auf, und die drei übrigen Glieder lassen sich in 
eines zusammenziehen, nämlich: 



(73) 



dB ^ ^dH dH ^ 

ox oy dz 



Durch Anwendung dieser Gleichung geht die Gleichung (68) 
über in: 



dX dY dZ 



4- 
dw dy 



\ 



t 



Q^ = ^\k^da>. 
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Da k eine Grösse ist, welche sich, wenn man von einem Ober- 
ilächenelemente zu einem anderen übergeht, nicht ändert, welche 
also für unsere Integration constant ist, so kann sie aus dem 
Integralzeichen herausgenommen werden, also: 

dX dY ^ dZ A i ^ 

Nun wollen wir wieder statt des Oberflächenelementes da 
das Element des körperlichen Winkels da einführen, indem wir 
abermals von der in § 19 gegebenen Gleichung (50), nämlich 



f 



Gebrauch machen. Dadurch erhalten wir: 

dX dY dZ 
dcV dy dz 

Die hierin vorgeschriebene Integration ist über den ganzen körper- 
lichen Winkelraum auszuführen, und giebt daher 4;r, wodurch 
die Gleichung übergeht in: 

dX dY dZ , , 
ox oy dz 

Wir sind somit auch für nicht homogene Körper durch eine 
Keihe ganz einfacher und nur auf den Grundprincipien der Diffe- 
rential- und Integralrechnung beruhender mathematischer Ope- 
rationen zu der zu beweisenden Gleichung gelangt. 

§ 22. 

Erweiterte Anwendbarkeit der auf homogene Körper 

bezüglichen Formeln. 

Im vorstehenden Beweise, in welchem vorausgesetzt wurde, 
dass der Punct -p sich in endlicher Entfernung von der Ober- 
fläche des gegebenen Körpers befinde, haben wir die Annahme 
machen können, der zu betrachtende Körper sei so gestaltete 
dass jeder von f ausgehende Leitstrahl die Oberfläche nur ein- 
mal schneide. Wenn nämlich die Oberfläche des gegebenen 
Körpers dieser Bedingung nicht entsprach, so brauchten wir 
nicht den ganzen Körper zu betrachten, sondern konnten uns aus 
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demselben durch eine den Punct p in endlicher Entfernung um- 
gebende, der Bedingung entsprechende Fläche einen kleineren 
Körper ausgeschnitten denken, und konnten dann die Betrachtung 
auf diesen letzteren beschränken, indem für den ausserhalb dieser 
Fläche liegenden Theil des gegebenen Körpers jedenfalls die 
in (IIa.) vorkommende Summe gleich Null sein muss. 

Wenn wir nun aber auch den* speciellen Fall, wo der Punct 
p der Oberfläche unendlich nahe liegt, untersuchen wollen, so 
müssen wir dabei wenigstens den dem Puncte p zunächst liegen- 
den Theil der Oberfläche des gegebenen Körpers in seiner eigenen' 
Gestalt beibehalten. Es möge daher, bevor wir zur Untersuchung 
dieses speciellen Falles übergehen, der Nachweis gefuhrt werden, 
dass die in den vorigen §§ entwickelten Formeln auch gültig 
bleiben, wenn der betrachtete Körper eine beliebige Gestalt hat. 
Dabei wird sich zugleich herausstellen, dass die Formeln nicht 
blos auf einen innerhalb des Körpers, sondern auch auf einen 
ausserhalb desselben liegenden Punct anwendbar sind. 

Der leichteren Anschauung wegen möge auch diese Betrach- 
tung zunächst für einen homogenen Körper angestellt werden. 

Für die Kraftcomponente X gilt allgemein der unter (48) 
gegebene Ausdruck, welcher sich bei einem homogenen Körper, 
bei dem k' constant gleich k zu setzen ist, in folgender Gestalt 
schreiben lässt: 



(77) X= —EkXdoaXdr. 

Hierin ist die durch das zweite Integralzeichen angedeutete In- " 
tegration sofort auszuführen, und giebt als allgemeines Integral 
einfach r. Es handelt sich aber noch darum, auch die Grenz- 
werthe so zu wählen, wie es der Lage des Punctes p und der 
Gestalt des Körpers entspricht. 

Befindet sich p innerhalb des Körpers, so muss jeder von 
p ausgehende Leitstrahl, sofern der Körper endlich und daher 
seine Oberfläche ganz geschlossen ist, wenigstens Einmal die 
Oberfläche schneiden, und wenn der Körper so gestaltet ist, dass 
nach manchen Richtungen hin die Leitstrahlen die Oberfläche 
mehr als Einmal schneiden, so muss die Anzahl der Durchschnitte 
jedenfalls eine ungerade sein. Betrachten wir eine nach einer 
solchen Richtung gehende Elementarpyramide, so liegt diese von 
der Spitze bis zum ersten Durchschnitte innerhalb des Körpers, 

Clansius, Potential Ainction usw. 3. Aufl. 4 
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vom ersten bis zum zweiten Durchschnitte ausserhalb, Tom zwei- 
ten bis zum dritten innerhalb u. s. f. Da für unsere Kraft- 
componente nur die Theile in Betracht kommen, welche inner- 
halb des Körpers liegen, so haben wir, wenn Äj, R^, R^ etc. die 
vom Puncte;? aus gerechneten Abstände der aufeinander folgen- 
den Durchschnitte sind, die Integration nach r von bis i?j, 
von jRg ^^^ ^3 ^' s- ^' auszuführen, und bekommen dadurch: 

(78) X= —f'kl (Äj — i?2 + ^3 — etc.) ado. 

Die hierin noch angedeutete Integration nach a hat sich über 
den ganzen körperlichen Winkelraum um p zu erstrecken. 

Befindet sich p ausserhalb des Körpers, so muss für jeden 
Leitstrahl, welcher den Körper überhaupt trifft, die Anzahl der 
Durchschnitte mit der Oberfläche eine gerade sein, und das 
Integral nach r ist in diesem Falle, wie man leicht sieht, von R^ 
bis Äj, dann, (falls noch weitere Durchschnitte vorkommen), von 
i?g bis R^ u. s. f. zu nehmen. Es kommt also: 



(78 a.) 



X= — giri(— jBj-f TZg— etc.)flfl?a. 



Das Integral nach er bezieht sich in diesem Falle natürlich nur 
auf den Theil des körperlichen Winkelraumes um p, in welchem 
der gegebene Körper liegt. Denkt man sich also von p aus um 
den Körper einen Berührungskegel gelegt, so erstreckt sich das 
Integral nach n über die Oeffnung dieses Kegels. Sollte der 
Körper die Gestalt einer ganz geschlossenen Schaale haben, und 
p in dem eingeschlossenen Hohlräume liegen, so würde das In- 
tegral wieder über den ganzen körperlichen Winkelraum An aus- 
zudehnen sein. 

Befindet sich p gerade in der Oberfläche des Körpers, 
so ist es gleichgültig, welche der beiden letzten Gleichungen man 
anwendet, um das Resultat abzuleiten, wenn man nur die Sich- 
tungen, nach welchen R^ = gesetzt werden muss, in entsprechen- 
der Weise wählt. 

In den vorstehenden Ausdrücken von X ist nun, wie in den 
früher gegebenen, statt des Elementes des körperlichen Winkels 
d<T das Oberflächenelement dco einzuführen. Dazu dürfen wir' 
aber jetzt nicht ein für allemal die Gleichung (50) anwenden, 
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sondern wir müssen zwei Fälle danach unterscheiden, ob der Leit- 
istrahl, indem er wächst, aus dem Körper heraustritt, oder in ihn 
hineintritt, und ob daher der mit i bezeichnete Cosinus positiv 
oder negativ ist. Im ersteren Falle hat man, wie in (50), zu setzen: 

im letzteren Falle dagegen muss gesetzt werden: 

Sehen wir nun, wie sich hierdurch die obigen Integrale ge- 
stalten. Wenn eine Elementarpyramide die Oberfläche mehrmals 
schneidet, so gehören zu demselben Elemente da des körperlichen 
Winkels mehrere Oberflächenelemente rfco^, rfwg etc., jedes mit 
seinem besonderen Werthe von i, so dass der Reihe von Pro- 
ducten R^diT, R^da etc., welche in den Integralen vorkommen, 

ebensoviele Producte -^- doo^, -^ don^ etc. entsprechen. Unter- 

1 2 

sucht man die unter den Integralzeichen vor den einzelnen R 
stehenden Vorzeichen, so findet man, dass in den Fällen, wo das 
"betreff'ende R das Pluszeichen hat, die erste der beiden vorigen 
<xleichungen anzuwenden ist, während dagegen in den Fällen, wo 
das R das Minuszeichen hat, die zweite Gleichung, in welcher das 
Minuszeichen vorkommt, anzuwenden ist, so dass durch das dop- 
pelte Minuszeichen wieder das Pluszeichen entsteht. Es erhalten 

also alle Producte -^ doa äusserlich das Pluszeichen, und da alle 

durch das vorige Verfahren in Rechnung kommenden Elemente 
dco . zusammen gerade die ganze Oberfläche des Körpers aus- 
machen, so entsteht aus jeder der beiden Gleichungen (78) und 
{78a.) die einfache Gleichung: 

X= — - ekX — do)^ 

worin die Integration über die Oberfläche des gegebenen Körpers 
auszuführen ist. Diese Gleichung stimmt mit der ersten der 
Oleichungen (56) überein, ist aber nach den vorstehenden Be- 
trachtungen nicht mehr blos auf Körper von besonderer Gestalt 
und auf innerhalb derselben gelegene Puncte, sondern auf Körper 
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von beliebiger Gestalt und auf innerhalb und ausserhalb gelegen» 
Puncte anwendbar. Ebenso verhält es sich natürlich auch mit 
den beiden letzten der Grieichungen (56), welche sich auf die 
Componenten Y und Z beziehen. 

Demnach können auch die in § 20 aus den Gleichungen (56) 
abgeleiteten Gleichungen (62), und die aus diesen durch Addition 
hervorgehende Gleichung 



dX dY dZ Ä i ^ 
^ dy dz j R" 



dcv^ dy dz 

ohne Weiteres auf beliebig gestaltete Körper und auf innerhalb 
und ausserhalb derselben gelegene Puncte angewandt werden. 

Bei der mit dieser letzteren Gleichung vorzunehmenden Um- 
formung dagegen, bei welcher statt des Oberflächenelementes dfo 
wieder das Element des körperlichen Winkels da eingeführt 
werden soll, muss das in § 20 angewandte Verfahren etwas ver- 
vollständigt werden. Die Transformationsgleichung kann die dop- 
pelte Form 

d(ü = ±da 



R 



haben, und da zu Einem Elemente da soviele Elemente dto ge- 
hören, wie die betreflfende Elementarpyramide Durchschnitte mit 
der Oberfläche hat, so ist jedes do auch in der Formel eben so 
oft zu setzen, und zwar mit dem Plus- oder Minuszeichen, jenach- 
dem der Leitstrahl an der betreffenden Stelle aus dem Körper 
heraus- oder in ihn hineintritt. In Bezug auf die Anzahl der 
vorkommenden Durchschnitte sind die beiden Fälle, wo der Punct 
p ausserhalb oder innerhalb des Körpers liegt, von einander zu 
unterscheiden. 

Liegt p ausserhalb des Körpers, so schneidet jede Ele- 
mentarpyramide, welche überhaupt den Körper trifft, seine Ober- 
fläche eine gerade Anzahl von Malen, und eben so oft kommt 
das dazugehörige da in dem Integrale vor, und zwar abwechselnd 
mit dem negativen und positiven Vorzeichen. Unsere Gleichung 
nimmt also folgende Form an: 

dX dY ez ,f, , , . , 



§ 23. Erweiterung für nicht homogene Körper. 53 

ivorin die unter dem Integralzeichen stehende Klammer offenbar 
Null wird, indem sie eine gerade Anzahl von Gliedern enthält, 
-welche den absoluten Werthen nach gleich, und den Vorzeichen 
nach je zwei entgegengesetzt sind. Wir erhalten somit das mit 
der in § 15 bewiesenen Gleichung (43) übereinstimmende Resultat: 

dtV djf dz 

Liegt p dagegen innerhalb des Körpers, so kommt jedes 
^Element des körperlichen Winkels eine ungerade Anzahl von 
Malen vor, das erste Mal positiv, und dann abwechselnd negativ 
und positiv. Unsere Gleichung nimmt also in diesem Falle fol- 
gende Form an: 

i¥orin die unter dem Integralzeichen stehende Klammer eine un- 
gerade Anzahl gleicher, aber abwechselnd mit entgegengesetzten 
Vorzeichen versehener Glieder enthält. Diese Glieder heben sich 
soweit gegenseitig auf, dass nur das erste übrig bleibt, und die 
Gleichung sich somit auf folgende einfachere reducirt: 

ÖÄ* oy dz j 

welche ganz dieselbe ist, wie die in § 20 gegebene Gleichung 
{(64), und durch Ausführung der Integration giebt: 

dXöYdZ . ' 
-^ — \-^ — \'-^- = 4:neA\ 
ox oy dz 

§ 23. 

Erweiterte Anwendbarkeit der auf nicht homogene 

Körper bezüglichen Formeln. 

Um nun auch die auf nicht homogene Körper bezüglichen 
Formeln auf beliebig gestaltete Körper und auf Puncte innerhalb 
cind ausserhalb derselben anwendbar zu machen, möge, dem Vorigen 
entsprechend, folgende Betrachtungsweise eingeführt werden. 

Innerhalb des gegebenen Körpers wird, wie wir voraussetzen, 
^ie Dichtigkeit ä' durch eine sich nur stetig ändernde Function 
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der Raumcoordinaten dargestellt. Wir wollen uns nun diese 
Function in irgend einer stetigen Weise auch über die Grenzen 
des Körpers hinaus fortgesetzt denken, so dass k [eine überall 
stetige Function bedeute, welche nicht nur innerhalb, sondern auch 
ausserhalb des Körpers gültig ist. Demnach soll also in einem 
ausserhalb des Körpers liegenden Puncto unter ä' nicht die dort 
wirklich stattfindende Dichtigkeit Null, sondern diejenige Dichtig- 
keit verstanden werden, welche dort stattfinden würde, wenn der 
Körper mit der durch dieselbe Function ausgedrückten Dichtig- 
keit bis zu diesem Puncto reichte. 

Um nun für irgend einen innerhalb oder ausserhalb des ge- 
gebenen Körpers liegenden Punct p die in die ar- Richtung fal- 
lende Kraftcomponente X zu bestimmen, gehen wir wieder von 
der Gleichung (48) aus, welche wir in folgender Form schreiben 
wollen : 



X= — «lfl?afll k'dr. 



Hierin denken wir uns zuerst die Integration nach r, nämlich: 



i 



k'dr 



ausgeführt. In diesem Integrale müssen nun wieder die Grenzen 
in der Weise gewählt werden, wie es der Gestalt des Körpers 
und der Lage des Punctes p entspricht. 

Befindet sich/? innerhalb des Körpers, so dass jeder Leit- 
strahl die Oberfläche eine ungerade Anzahl von Malen schneidet,, 
so zerfällt das Integral in folgende Theile: 

\ k'dr + l k'dr + etc. 

Statt die Summe in dieser Form zu schreiben, wollen wir 
uns eine Reihe von Integralen gebildet denken, deren jedes von 
Null bis zu einem der Durchschnitte mit der Oberfläche geht. 
Dabei setzen wir für die Theile des Leitstrahles, welche ausser- 
halb des Körpers liegen, nicht ä'=0, sondern wenden die Werthe 
von H an, welche der angenommenen sowohl ausserhalb als inner- 
halb des Körpers gültigen Function ^tsprechen. Die so er- 
haltenen Integrale haben wir abwechselnd mit dem positiven und 
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negativen Vorzeichen za versehen, und erhalten dadurch statt 
der vorigen Summe die folgende gleichbedeutende Summe: 

S^ -^2 -Äj 

k'dr - I k'dr + i k'dr - etc. 
^ •'o 

Befindet sich/? ausserhalb des Körpers, so dass jeder Leit- 
strahl die Oberfläche eine gerade Anzahl von Malen schneidet, 
so zerfallt das Integral in folgende Theile: 

I k'dr + I k'dr + etc. 

f 

oder wenn wir wieder ebenso, wie vorher, verfahren: 

m^ A. /.Ä3 ^84 

- l k'dr + \ k'dr - \ k'dr + Kk'dr - etc. 
•'o ^ ^ ^ 

Durch Einsetzung dieser Ausdrücke nimmt die zur Be- 
stimmung von X dienende Gleichung folgende Formen an. Wenn 
p innerhalb des Körpers liegt: 

(79) X= — €lfl?(TÄ/l k'dr — I k'dr + Kk'dr — etc. I . 

Wenn /? ausserhalb des Körpers liegt: 

(79a.) X= — €l äfaöl — l k'dr + \k'dr — etc.l. 

Hierin führen wir nun wieder statt des Elementes des körper- 
lichen Winkels da das Element der Oberfläche dw ein, nach der 
Gleichung: 

Jti 

Dabei ist, ganz so, wie im vorigen § auseinandergesetzt wurde, 
zu bemerken, dass zu jedem Elemente da so viele Elemente dta 
gehören, wie der betreffende Leitstrahl Durchschnitte mit der 
Oberfläche hat, also gerade so viele, wie in den beiden vorstehen- 
den Gleichungen innerhalb der Klammern Integrale nach r stehen ; 
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ferner, dass von den beiden Vorzeichen dann das positive anzu- 
wenden ist, wenn das betrefifende Integral das positive Vorzeichen 
hat, und dann das negative, wenn das Integral das negative Vor- 
zeichen hat. Dadurch vereinfachen sich die Ausdrücke, und 
nehmen beide eine und dieselbe Form an, nämlich: 

E 



= — e\dü)a- A^' dr, 





worin R die Länge des Leitstrahles nach dem betreffenden Ober- 
flächenelemente bedeutet, und die durch das erste Integralzeichen 
angedeutete Integration über die ganze Oberfläche auszuführen ist. 
Statt des Integrales nach r können wir, wie es in § 19 ge- 
schehen ist, das entsprechende Integral nach Q=^R — r setzen, und 
zur Abkürzung möge für dieses Integral wieder ein einfacher 
Buchstabe eingeführt werden, indem wir setzen: 

B .B 



11= i X'Vr = \i' d(}. 



•'0 



Wenn wir dann noch neben dem für die Componente X gefunde- 
nen Ausdrucke die entsprechenden auf die Componenten Y und 
Z bezüglichen Ausdrücke bilden, so erhalten wir: 



X= — eX-^Hdo) 



i 



Y==-e\^^Hdio 



\ 



Z= — 1 1^ Hdii). 



Dieses sind die im § 19 unter (54) gegebenen Gleichungen, 
welche aber durch die hier ausgeführte Entwickelung eine er- 
weiterte Bedeutung gewonnen haben, indem sie auf Körper von 
beliebiger Gestalt anwendbar sind, und ausserdem nicht nur für 
den Fall gelten, wenn p sich innerhalb des Körpers befindet, 
sondern auch für den Fall, wenn p ausserhalb desselben liegt. 

Mit diesen Ausdrücken können wir nun dieselben Rechnungen 
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anstellen, wie im § 21, und gelangen dadurch zu der unter (74) 
angeführten Gleichung: 

dX dY dZ {i 

Bei der weiteren Behandlung dieser letzteren Gleichung ist 
dann ebenso zu verfahren, wie es am Schlüsse des vorigen § aus- 
einandergesetzt wurde, und wir erhalten dadurch wieder für einen 
ausserhalb des Körpers liegenden Punct: 

^+^^+^^ = 

dx dy dz 

und für einen innerhalb des Körpers gelegenen Punct: 

ox dy dz 

welche beiden Gleichungen, wie zum Schlüsse dieser Auseinander- 
setzung noch einmal bemerkt werden möge, sich auch so schreiben 
lassen: 



§ 24. 

Specielle Betrachtung des Falles, wenn der Punct p 
sich in unmittelbarer Nähe der Oberfläche befindet. 

Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie die in den vorigen 
§§ betrachteten Differentialcoefficienten der Kraftcomponenten 
sich verhalten, wenn p, sei es innerhalb, sei es ausserhalb des 
Körpers, sich der Oberfläche unendlich nähert, ob sie auch dann 
stets bestimmte endliche Werthe behalten, deren Summe entweder 
oder 4^«ä ist, oder ob sie in unendlicher Nähe der Oberfläche 
unendlich grosse Werthe annehmen, wodurch dann über den 
Werth ihrer Summe Zweifel entstehen könnten. 

Wir gehen von den unter (54) gegebenen Ausdrücken von 
Xy Y, Z aus, deren erweiterte Gültigkeit im vorigen § nach- 
gewiesen ist. Durch Differentiation derselben erhält man die 
schon unter (67) angeführten Gleichungen, welche hier noch ein- 
mal wiederholt werden mögen: 
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X fröa-(4ö*-l)»„ ai dm ^ 
dY {\bß~{U^-\)i„ bi dm , 



r (n 



dZ 

dz 



Die hierin unter den Integralzeichen stehenden Ausdrücke ent- 
halten Potenzen der Grösse Ä, nämlich des Abstandes des be- 
treffenden Oberflächenelementes d(ü vom Puncte/?, in den Nennern. 
Da nun, wenn der Punct p der Oberfläche unendlich nahe ist, 
für die ihm zunächst liegenden Elemente der Oberfläche R un- 
endlich klein wird, so kann die Frage entstehen, ob dessen- 
ungeachtet alle Integrale bestimmte endliche Werthe behalten, 
oder ob vielleicht einzelne derselben unendlich gross werden. 

Um diese Frage zu entscheiden, wollen wir wieder unter- 
suchen, ob die Integralausdrücke sich so umgestalten lassen, dass 
für alle Elemente derjenigen Grösse, nach welcher integrirt wer- 
den soll, die zu integrirende Function endlich bleibt. 

In dieser Beziehung lassen sich alle diejenigen Glieder der 
obigen Ausdrücke, welche die Grösse i als Factor haben, sehr 
kurz abmachen. Nämlich dadurch, dass wir das Oberflächen- 
element d(D, welches wir in die Ausdrücke von X^ Y, Z statt 
des körperlichen Winkels da eingeführt haben, um unter den 
Integralzeichen nach x, y, z differentiiren zu können, nach ge- 
schehener Differentiation wieder durch das Element des körper- 
lichen Winkels ersetzen, indem wir die bekannte Gleichung 

anwenden. Die drei Gleichungen lauten dann: 
(dX 



(81) 



ÖY 
dy 

. dz 
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wobei in den auf da bezüglichen Integralen von den in den 
eckigen Klammern stehenden Ausdrücken so viele Werthe zu 
nehmen sind, wie Durchschnitte des betreflfenden Leitstrahles mit 
der Oberfläche vorkommen, und zwar mit dem + oder — Zeichen^ 
je nachdem der Leitstrahl an der Durchschnittsstelle, indem er 
wächst, aus dem Körper heraus- oder in den Körper hineintritt» 
Die in den eckigen Klammern stehenden Ausdrücke bleiben 
nun oflFenbar für alle vorkommenden Elemente da endlich. Da 
nämlich H die Bedeutung 



H=^{k'dQ 





H 

hat, so sieht man leicht, dass der Bruch -=- endlich bleiben muss,. 

li 

sofern die Grösse K in dem zu betrachtenden Räume nirgends 

unendlich gross wird, was wir voraussetzen. Ebenso ist klar^ 

dass die Differentialcoefficienten -^r-, -5^, -^— endlich bleiben 

aar oy dz 

müssen, sofern die Grösse K in dem zu betrachtenden B.aume 
keine sprungweisen Aenderungen erleidet, welche Bedingung 
ebenfalls bei der Art, wie im vorigen § die Grösse K definirt 
wurde, erfüllt ist, selbst für Puncte, welche sich gerade in der 
Oberfläche befinden. Im Uebrigen kommen nur die Grössen 
a, b und c vor, welche Cosinus von Winkeln bedeuten, und also 
nicht unendlich gross werden können. Demnach ist von den- 
jenigen in den Gleichungen (81) vorkommenden Integralen, welche 
sich auf da beziehen, ohne Weiteres klar, dass sie die oben ge- 
stellte Bedingung, dass die zu integrirenden Ausdrücke für alle 
Elemente da endlich bleiben, erfüllen. 

Es bleiben also nur noch die drei Integrale: 

{H aa ^ {H bß ^ {H cy ^ 

zu betrachten. Von diesen kann noch eines auf die beiden ande- 
ren zurückgeführt werden, z. B. das letzte auf die beiden ersten. 
Wir können nämlich, gemäss der Gleichung 

i = aa + bß + cy, 

in dem letzten Integrale statt cy schreiben: 

^ — aa.— bß, 
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und dann wieder ^^ d(a durch ±rf<j ersetzen, wodurch kommt: 

Hierin bedarf das auf da bezügliche Integral nach dem schon 
vorhin Gesagten keiner weiteren Besprechung, und die übrigen 
an der rechten Seite stehenden Integrale sind die beiden ersten 
der drei oben genannten Integrale. 

Die nähere Untersuchung dieser Integrale wollen wir hier, um 
nicht zu weitläufig zu werden, nur in der Weise ausführen, dass wir 
für die Coordinatenaxen bestimmte, bei der Betrachtung bequeme 
Richtungen wählen. Wir denken uns von dem zu betrachtenden 
Puncte p eine Normale auf die Oberfläche gefällt, und wählen dann 
die Richtung der 2:- Axe dieser Normale parallel. Da der Anfangs- 
punct der Coordinaten beliebig angenommen werden kann, ohne 
dass dadurch die Allgemeinheit der Untersuchung eine weitere 
Beschränkung erleidet, so wollen wir den Fusspunct der Normale 
als Anfangspunct der Coordinaten und demnach die Normale 
selbst als 2r-Axe und die im Fusspuncte an die Oberfläche ge- 
legte Tangentialebene als ary- Ebene nehmen. Unter diesen Um- 
ständen sind ^ die Coordinaten ar und y des Punctes p gleich Null, 
und die unter (58) § 20 zur Bestimmung von a und b gegebenen 
Ausdrücke lauten daher für einen Punct der Oberfläche, dessen 
Coordinaten |, ^, f sind: 

(83) « = ^; b = ^, 

welche Ausdrücke in unsere Integrale einzusetzen sind. ' 

Was die Ausdehnung der Integrationen betrifft, so können 
wir dieselbe auf den Theil der Oberfläche beschränken, dessen 
Elemente sehr nahe an p liegen, denn für alle entfernteren Ele- 
mente der Obei-fläche, für welche R nicht mehr unendlich klein 
ist, können die unter den Integralzeichen stehenden Ausdrücke 
nicht unendlich gross werden, und die den entfernteren Theilen 
der Oberfläche entsprechenden Theile der Integrale bedürfen 
daher keiner besonderen Untersuchung. Die so beschränkten In- 
tegrale wollen wir mit A und B bezeichnen, so dass w^ir nach 
Einführung der vorher gegebenen Werthe von a und b schreiben 
können : 



§ 24. Verhalten der Gleichungen an der Oberfläche. 61 



(84) 



A = 



\ 



R' I^ 



dbtx B 



)r 






dm. 



worin die Integrale sich über ein sehr kleines Flächenstück um 
den Anfangspunct der Goordinaten erstrecken sollen. 

Wenn nun die Gleichung der Oherfläche in der Form 

(85) C=f{^, »;) 

gegeben ist, so sind die Cosinus der Winkel, welche die an irgend 
einem Puncte der Fläche errichtete Normale mit den Coordinaten- 
axen bildet, durch folgende Formeln bestimmt: 



(86) 



« = 



Vi+(iF(i 



ß= 



drj 



'/ 






Mit Hülfe der letzten dieser drei Gleichungen gehen die beiden 
ersten über in: 



(87) 






ß=- 



drj 



)'• 



Setzen wir den Werth von a in die erste der Gleichungen (84) 
ein, so kommt: 



(88) 



— i- 



w 



ydo). 
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Das Product ydo) ist die Projection des Elementes du) auf die 
ory- Ebene, oder, wenn wir uns das ganze betrachtete Flächenstüct 
auf die \ry- Ebene projicirt denken, so können wir ydo) als ein 
Element dieser Projection ansehen, und dann die Integration auf 
die letztere beziehen. Wir führen dazu Polarcoordinaten in der 
xy- Ebene um den Anfangspunct der rechtwinkligen Coordinaten 
ein, indem wir den nach irgend einem Puncte der Ebene ge- 
zogenen Leitstrahl mit u, und den Winkel, welchen dieser mit 
der ar-Axe bildet, mit q) bezeichnen. Dann wird ein Element 
der Ebene dargestellt durch: 

udu d(f) 

und diesen Ausdruck können wir daher für yd(o setzen. Wenn 
wir dabei zugleich berücksichtigen, dass 

^=zM cos (p 
ist, so geht (88) über in: 



9 



(89) CCTT^^^9%^ 






Hierin müssen wir endlich noch den DiflFerentialcoefficienten 

dt 

-~ näher betrachten. Im Anfangspuncte der Coordinaten sind. 

da die .ry-Ebene in diesem Puncte Tangentialebene ist, die 

beiden DiiFerentialcoefficienten -^.1 und -^ gleich Null, und für 

d^ dt] ^ 

die Umgebung dieses Punctes können wir, wenn die hier statt- 
findende Krümmung der Oberfläche als endlich vor- 
ausgesetzt wird, setzen: 

(90) -— = mu\ --z=:znUy 

0^ dl] 

worin m und n zwei Functionen von u und (f sind, welche für 
kleine Werthe von u nicht unendlich gross werden. Die Gleichung 
(89) lässt sich also schreiben: 
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In derselben Weise kann man auch das Integral B behandeln, 
und erhält dadurch: 

(92) ^=-||.^L^^,^y. 

Da nun die Grösse B, welche durch die Gleichung 

bestimmt ist, nicht kleiner als u werden kann, so kann der Bruch 
^ nicht unendlich gross werden, und dasselbe gilt auch, wie 

IT 

schon erwähnt, von dem Bruche -^. Demnach sind die Integrale 

A imd B in eine Form gebracht, in welcher sie der Bedingung 
genügen, dass die zu integrirende Function für alle vorkommen- 
den Werthe der Veränderlichen, nach welchen integrirt werden 
soll, endlich bleibt. 

dX 

Nachdem gezeigt ist, dass die Differentialcoefficienten ^— , 

QY gz 

-^—, -^- auch bei unendiicher Annäherung an die Oberfläche 

öt/ oz . 

immer bestimmte endliche Werthe behalten, kann auch kein 
Zweifel darüber entstehen, dass die mit — JV bezeichnete Summe 
dieser drei Differentialcoefficienten im äusseren und inneren 
Räume die Werthe und 4;r6Ä bis dicht an die Oberfläche be- 
hält. Im Momente, wo der Punct p die Oberfläche durchschreitet, 
und aus dem äusseren leeren Räume in den Körper hineintritt, 
ändern die Elemente da zum Theil plötzlich ihr Vorzeichen, und 
dadurch entsteht die sprungweise Aenderung des Werthes von /j V. 

§ 25. 

Einfluss des ümstandes, wenn die Krümmung der Ober- 
fläche an der betreffenden Stelle unendlich gross ist. 

Bei der vorigen Auseinandersetzung wurde vorausgesetzt, 
dass die Krümmung an der betreffenden Stelle endlich sei; aber 
auch diese Voraussetzung ist keine durchaus nothwendige. Nehmen 
wir an, dass statt der Gleichungen (90) die folgenden Gleichungen 
gelten: 
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dC u dC y 

d^ dl] 

nn die Exponenten p, und v <1 sind, die KrUmmung 
etreffenden Puncte, welclier zugleich der AnfangspUDct 
iuaten ist, unendlich gross. Dessenungeachtet behalten 
rale A und B bestimmt angebbare endliche Werthe, so 
die Exponenten aogebbare positive Werthe haben. 

n wir nämlich in {89) fUr ^ die' obengegebene Formel 

immt statt der Gleichung (91), wenn wir zugleich für R 
erth substituiren: 

allen wir die neue Veränderliche «' einführen mit der 
?: 



Igt: 



1 ---1 , 

du = —u " die . 



geht der Ausdruck über in: 






jm der Nenner nicht kleiner als «'" werden, und die zu 
de Function bleibt also endlich. Dasselbe gilt natür- 
von dem Integrale B, welches sich vom vorigen nur 
unterscheidet, dass n an die Stelle von m, v an die 
i fi und sin (p an die Stelle von cos «p tritt 
dann hören diese Schlüsse auf gültig zu sein, wenn die 
•berfläche an der Stelle, wo der Punct p sich befindet, so 



§ 26. Sprungweise Aenderung der Dichtigkeit. 65 

gestaltet ist, dass auch die Gleichungen (98) mit angebbaren 
positiven Werthen von fjL und v nicht mehr angewandt werden 
können, wenn also, wie Gauss es bei einer anderen Gelegenheit 

ausdrückt,^) die Differentialcoefficienten ^ und v niit keiner 

Potenz von u mehr zu einerlei Ordnung gehören. Dieses is€ ins- 
besondere der Fall bei absolut scharfen Spitzen und Kanten, 
bei denen es gar keine bestimmte Tangentialebene giebt. In- 
dessen sind auch Fälle denkbar, wo noch eine bestimmte Tan- 
gentialebene vorhanden ist, und doch die Gleichungen (93) nicht 
gelten. Gauss fuhrt als ein Beispiel der Art an, wenn die 

Diflferentialcoefficienten von der Ordnung r- wären. Solche 

log - 

Fälle können in Bezug auf die vorliegende Frage denen zugesellt 
werden, wo die Fläche wirkliche Spitzen und Kanten bildet. Was 
diese letzteren Fälle anbetrifiPt, so kann man sich leicht davon 
überzeugen, dass bei unendlicher Annäherung an eine Spitze oder 

Kante die Differentialcoefficienten -^- s --,— und ,,— einzeln un- 

ox oy dz 

endlich gross werden; und wenn in ihrer Summe die unendlich 

grossen Glieder sich der Form nach auch gegenseitig aufheben, 

so kann man doch einer algebraischen Summe, in der unendlich 

grosse Glieder vorkommen, nicht ohne Weiteres einen bestimmten 

endlichen Werth zuschreiben. 



§ 26. 

Zurückführung des Falles, wenn in der Nähe von/? eine 
sprungweise Aenderung der Dichtigkeit stattfindet, 

auf den vorigen. 

Auf den in den beiden vorigen §§ betrachteten Fall, wenn 
der Punct p sich in der Nähe der Oberfläche befindet, lässt sich 
auch der Fall zurückführen, wenn p zwar tief im Innern des 
Körpers liegt, aber die Dichtigkeit des Körpers in der Nähe 
dieses Punctes eine sprungweise Aenderung erleidet. 

Es sei ein Körper gegeben, der durch eine innere Fläche 
in zwei Theile getheilt wird, welche sich in Bezug auf ihre 
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Dichtigkeit verschieden verhalten. Die Dichtigkeit des einen sei 
durch k^ dargestellt, welches Zeichen eine Function der Eaum- 
coordinaten bedeuten soll, die sich nur stetig ändert. Die Dichtig- 
keit des andern sei Äj + ä^, worin k^ dieselbe Function ist, wie 
vorher, .und k^ eine andere Function, die sich, soweit sie gilt 
ebenfalls nur stetig ändert, die aber von jener Fläche an, obwohl 
sie in derselben noch einen endlichen Werth hat, nach der einen 
Seite hin ungültig wird, so dass also der Werth, welchen k^ in 
der Fläche hat, die Grösse des Sprunges darstellt. Dann denken 
wir uns in dem Baume, wo die Dichtigkeit k^ + k^ ist, zwei 
Körper so über einander gelagert, dass sie beide denselben Raum 
ausfüllen, einen mit der Dichtigkeit Äj und den anderen mit der 
Dichtigkeit k^. Der erstere bildet mit dem an der entgegen- 
gesetzten Seite der Fläche befindlichen Körpertheile einen zu- 
sammenhängenden Körper, dessen Dichtigkeit überall durch die 
stetige Function k^ dargestellt wird, und welchen wir Q nennen 
wollen. Den letzteren dagegen, mit der Dichtigkeit Ag, betrachten 
wir als einen für sich bestehenden Körper, welcher C^ heisse. 
und welcher jene Trennungsfläche als einen Theil seiner Ober- 
fläche hat. 

Hiemach kann man sich die Potentialfunction Vies ganzen 
gegebenen Körpers in die Potentialfunctionen V\ und Fi der 
beiden Körper C^ und C^ zerlegt denken. Dann hat man: 

und daraus folgt: 

Die erste der beiden rechts stehenden Grössen ändert sich, wenn 
der Punct p die Trennungsfläche durchschreitet, nur stetig, weil 
der Punct dabei im Innern des Körpers Q bleibt, und sie 
wird an beiden Seiten der Fläche durch — 4;r€Äi dargestellt. 
Die zweite Grösse dagegen ändert sich sprungweise. An der 
einen Seite der Fläche (d. h. ausserhalb des Körpers Cg), bis 
dicht an die Fläche hinan, ist sie =0; an der anderen Seite 
(d. h. innerhalb des Körpers C^) ebenfalls bis dicht an die Fläche 
hinan, ist sie = — 43r«Ä2. Wir erhalten also im Ganzen: 

an der einen Seite der Fläche JV= — AntJkj^ 

andern „ „ „ JF=^ -^ 47rfc(^j+ ^^j)* 



?? >? 



§ 27. Anhäufung eines Agens auf einer Fläche. 67 

Bezeichnen wir, wie früher, die ganze Dichtigkeit mit ä, wobei 
h aber jetzt eine Function darstellt, die eine Unterbrechung der 
Stetigkeit erleidet, indem an der einen Seite der Fläche ä = Äj, 
und an der andern k^k^ + k^ ist, so können wir die beiden 
Yorigen Grleichungen in Eine überall gültige Gleichung zusammen- 
fassen: 

welches wieder unsere Gleichung (II) ist. Die Grösse A V ist 
äIso überall ganz so bestimmt, wie die Dichtigkeit ä, und erleidet 
ikuch mit dieser die gleichen, entweder stetigen oder sprungweisen 
Aenderungen. 

Nur in dem Falle, wenn in unmittelbarer Nähe des Punctes 
p eine sprungweise Aenderung der Dichtigkeit stattfindet, und 
zugleich die Fläche, in welcher sie stattfindet, an der betreffenden 
Stelle eine Spitze oder Kante bildet, tritt eine Unbestimmtheit 
ein, gerade so, wie in dem entsprechenden Falle in der Nähe 
der Oberfläche. 

§ 27. 
Anhäufung eines Agens auf einer Fläche. 

Es kommt zuweilen der Fall vor, dass man eine Quantität 
«Ines Agens zu betrachten hat, von welcher man annimmt, dass 
sie nicht einen Raum stetig ausfüllt, sondern nur über eine 
Fläche stetig verbreitet ist. ^o ist es z. B. bekannt, dass 
Electricität, welche einem leitenden Körper mitgetheilt wird, im 
G^leichgewichtszustande nicht das Innere des Körpers erfüllt, 
sondern nur an der Oberfläche desselben angehäuft ist. Es kann 
zwar in der Wirklichkeit nicht eine mathematische Fläche sein, 
welche die Electritätsmenge enthält, sondern man muss sich eine 
Schicht von sehr geringer Dicke denken; indessen in der Rech- 
nung wird bei den meisten Untersuchungen diese Dicke vernach- 
lässigt, und man denkt sich die ganze Electricitätsmenge in einer 
mathematischen Fläche befindlich. 

Wir müssen nun untersuchen,' ob unter dieser Bedingung 
-die Potentialfunction und ihre DiflFerentialcoefficienten neue be- 
xnerkenswerthe Eigenschaften zeigen. 
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§ 28. 

Bestimmung der Potentialfunction für eine gleich- 
förmig mit dem Agens bedeckte ebene Figur. 

Wir wollen zunächst wieder einen einfachen speciellen Fall 
zur Betrachtung auswählen, welcher besonders geeignet ist, die 
mit dieser Bedingung verknüpften Eigenthümlichkeiten klar her- 
vortreten zu lassen, und nach dessen Behandlung dann die all- 
gemeine Betrachtung kürzer gefasst werden kann, als es sonst 
ohne Beeinträchtigung der Verständlichkeit möglich wäre. Wir 
wollen nämlich vorläufig annehmen, dass die mit dem Agens 
bedeckte Fläche ein Stück einer Ebene, und dass die 
Vertheilung des Agens über dieselbe gleichförmig sei« 

Wenn die auf einem Elemente do) der Fläche befindliche 
Menge des Agens hdo ist, so nennen wir h die Dichtigkeit des 
Agens, und wo es zur Unterscheidung nothwendig ist, können 
wir, wie es schon in § 12 geschehen ist, diese Dichtigkeit, welche 
sich auf eine Fläche bezieht, im Gegen satze zu der gewöhnlichen, 
welche sich auf den körperlichen Baum bezieht, Flächendich- 
tigkeit nennen. Ist nun r der Abstand des Elementes rf« von 
dem Puncto /?, so haben wir zur Bestimmung der Potentialfunc- 
tion die Gleichung: 

(95) V: ' ^ ^^^ 



"A 



worin die Integration über den Flächeninhalt der ebenen Figur, 
welche mit dem Agens bedeckt ist, ausgeführt werden muss. 

TJm das Integral in eine für unseren Zweck geeignete Form 
zu bringen, nehmen wir die Ebene, welche die Figur enthält, zur 
ary- Ebene unseres Coordinatensystemes. Wenn wir dann vom 
Puncto p mit den Coordinaten ar, y und z ein Perpendikel auf 
diese Ebene fällen, und dessen Fusspunct betrachten, so hat 
dieser ebenfalls die Coordinaten x und y, während seine dritte 
fcoordinate Null ist. Diesen Fusspunct wollen vor nun zum 
Mittelpuncte eines Systemes von Polarcoordinaten in der Ebene 
nehmen, in welchem der Leitstrahl m, und der Winkel desselben 
mit der x-Axe qp heissen soll. Dann können wir setzen: 
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und zugleich haben wir, wenn | und i; die rechtwinkligen Co- 
ordinalen dieses Flächenelementes sind: 



und die Gleichung für V geht daher über in : 



<96) r 



=aJJ 



ududtf 



Hierin lässt sich die Integration nach u sogleich ausführen. 
Man hat nämlich allgemein: 



i 



Udu 



Vu^^rz 



2 ' 



und es kommt nur darauf an, die den Umständen entsprechenden 
örenzwerthe in diese Formel einzusetzen. Dabei macht es einen 
wesentlichen Unterschied, ob der Fusspunct des von p auf die 
Ebene gefällten Perpendikels innerhalb oder ausserhalb der mit 
dem Agens bedeckten Figur liegt. Für unsere weiteren Be- 
trachtungen ist nur der Fall von Interesse, wo er innerhalb 
liegt, und diesen Fall wollen wir daher voraussetzen. 

Dann ist das Integral vom Anfangspuncte des Leitstrahles 
bis zu seinem Durchschnittspuncte mit dem Umfange der Figur 
zu nehmen, und wenn die Figur so gestaltet ist, dass der Leit- 
strahl den Umfang mehrmals schneidet, was dann jedenfalls eine 
ungerade Anzahl von Malen geschehen muss, so kommen noch 
die Stücke vom zweiten bis zum dritten Durchschnitte, dann 
vom vierten bis zum fünften Durchschnitte u. s. f. in Betracht, 
kennen wir also die den einzelnen Durchschnitten entsprechen- 
-den Werthe von u der Reihe nach ?7i, U^ etc. und setzen femer 
-Zur Abkürzung: 



B, = V Uf+z'-, R^=VU^^+z^ etc. 

«o kommt: 



= e//l(-y^2 + Äi~Ä2 + -^3-^tC-)^y- 
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In dem ersten Gliede innerhalb der Klammer dürfen wir nicht 

einfach z an die Stelle von Yz^ setzen, weil diese Wurzel, welche 
ein specieller Werth des Abstandes r ist, stets positiv sein 
muss, während z positive und negative Werthe haben kann. Ich 
werde daher, um dieses anzudeuten, den Wurzelausdruck in der 
Formel beibehalten. 

Da die Grösse Yz^ von tf unabhängig ist, so können wir bei 
diesem Gliede auch die zweite Integration ohne Weiteres aus- 
führen, und erhalten dadurch, indem das Integral von bis 2;r 
zu nehmen ist: 



(97) 



r=-27rci4/;?'+€^UÄi-i?2+ü!3-etc.)rf9. 



Das hierin noch vorkommende Integral können wir in eine- 
andere Gestalt bringen, in welcher es flir die beabsichtigten 
Differentiationen geeignet ist. Wir führen dazu statt des Winkel- 
elementes dtp das zwischen seinen Schenkeln liegende Element 
ds des Umfanges ein. Ist i der Cosinus des Winkels, welchen 
die auf ds errichtete Normale mit dem Leitstrahle bildet, wobei 
die Normale nach der Aussenseite des Umfanges, und der Leit- 
strahl nach der Seite hin, wohin er wächst, betrachtet wird, so» 
hat man: 



i 



(98) jjd8=^±d(fj, 

worin, sofern die Elemente ds und d(p beide als positiv voraus- 
gesetzt werden, das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen 
ist, jenachdem der Leitstrahl, indem er wächst, den Umfang von^ 
innen nach aussen oder umgekehrt schneidet. Diese Vorzeichen sind 
dieselben, wie die, mit welchen die in dem Integrale vorkommen- 
den Grössen Äj, E^y R^ etc. behaftet sind. Wenn man daher für 

R 

irgend eins der Producte ±Rdrf das Product -Yji'ds substuirt, 

so muss man diesem letzteren äusserlich immer das Pluszeichen, 
geben. Da ferner in dem Integrale für jedes Winkelelement dfp 
gerade so viele verschiedene Werthe von R vorkommen, als zu 
dem Winkelelemente verschiedene Bogenelemente gehören, so- 
bilden alle Bogenelemente, die durch jene Substitution eingeführt 
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werden, zusammen den ganzen Umfang der Figur. Demnach 
kann man schreiben: 



(99) 



F==-2nekVsi'+eA\^rds, 



worin das Integral über den ganzen Umfang auszudehnen ist.^) 



1) Der YoUständigkeit wegen will ich auch anführen, wie die Formel si^jh 
gestaltet, wenn der Fnsspanct des von p anf die Ebene gefällten Perpendikels 
ausserhalb der mit dem Agens bedeckten Figur liegt. In diesem FaUe muss 
für jeden Leitstrahl, welcher die Figur überhaupt trifft, die Anzahl der Durch- 
schnitte mit dem Umfange eine gerade sein, und die Integration nach u in 
der Qleichung (96) bezieht sich auf das Stück vom ersten bis zum zweiten 
Durchschnitte, dann, falls noch mehr Durchschnitte vorkommen, vom dritten 
bis zum vierten u. s. f. Man erhält daher statt der Gleichung (97): 

(a) F= eh I (— R^+R^-^ etc.) rfy , 

worin die Integration nach g> sich nur über den Winkelraum erstreckt, welcher 
die Figur einschliesst. Wenn man in dieser Gleichung für das Winkelelement 
d<p das Bogenelement ds einführt, so erhält mau statt (99): 

(R 
-Ff i' ds. 



CR , 

= eh\jji 



SoUte der Fusspunct in unmittelbarer Nähe des Umfanges liegen, so dass 
für gewisse Bogenelemente die Grösse U unendlich klein wird, so ist (mit 
Ausnahme des Falles, wo z=0 ist, so dass M mit U zugleich verschwindet) 
die in den Ausdrücken (99) und (b) vorkommende Form des Integrals zur 
Ausführung der Rechnung nicht geeignet. Um sich jedoch einen IJeberblick 
davon zu verschaffen, welche Werthe das Integral in solchen Fällen annimmt, 
kann man die ursprühglichen Formen des Integrals, welche in (97) und (a) 
enthalten sind, betrachten. Wenn man sich dann den Fusspunct so bewegt 
denkt, dass er den Umfang der Figur von aussen nach innen durchschreitet, 
so findet man, dass der Werth, welchen das in (97) vorkommende Integral an 
der Innenseite unendlich nahe am Umfange hat, um 2nyz^ grösser ist, als 
der Werth, welchen das in (a) vorkommedne Integral an der Aussenseite un- 
endlich nahe am Umfange hat, und dass folglich der mit dem Durchschreiten des 
Umfanges verbundene plötzliche Uebergang von dem einen Integral zum anderen 
einer sprungweisen Werthzunahme des Integrals um 2 n Vä* entspricht. Dadurch 
wird der Umstand, dass in der Gleichung (97) das Product 2nehyz^ als ein 
mit dem Minuszeichen versehenes besonderes Glied vorkommt, während es in 
der Gleichung (a) fehlt, ausgeglichen, so dass der ganze Werth von F keine 
sprungweise Aenderang erleidet. 
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§ 29. 

Verhalten der Differentialcoefficienten erster Ord- 
nung der Potentialfunction. 

Wir wollen nun mit Hülfe der letzten Gleichung die Diffe- 
rentialcoefficienten der Potentialfunction bilden. 

Da die Grösse s, nach welcher integrirt werden soll, von den 
Coordinaten x, y und z des Punctes /? unabhängig ist, so können 
wir unter dem Integralzeichen differentiiren. Die Formeln von 
17, R und i", welche dazu angewandt werden müssen, lassen sich 
ohne Weiteres hinschreiben. Bezeichnen wir die Coordinaten des 
Bogenelementes ds mit |' und rl und die Cosinus der Winkel, 
welche die auf dem Elemente errichtete Normale mit der x- und 
y-Axe bildet, mit ä und z^, so kommt: 



(100) 









u- 



Wenn man, wie wir es im Folgenden thun wollen, voraussetzt, 
dass der Fusspunct des von p gefällten Perpendikels in endlicher 
Entfernung vom Umfange der Figur liegt, so sind U und R für 
alle bei der Integration vorkommenden Elemente endliche 
Grössen. 

Differentiiren wir nun unter Berücksichtigung der vorigen 
Gleichungen die Gleichung (99) zuerst nach z^ so bekommen wir: 



(101) 'i^-^-«27r€>i^ + fi^-?l-^^^^ 



dV 



z 
worin der Bruch -~^ gleich + 1 oder — 1 ist, jenachdem z po- 

yz^ 
sitiv oder negativ ist. 

dV • 
Die Hauptfrage in Bezug auf den für ^— gefundenen Aus- 
druck ist die, wie sich derselbe in unmittelbarer Nähe der mit 
dem Agens bedeckten Fläche verhält. Lassen wir z unendlich 
klein und Null werden, so wird das zweite Glied des Ausdruckes, 
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welches den Factor z und ausserdem nur solche Factoren hat, 

die endlich bleiben, ebenfalls unendhch klein und Null. Anders 

ist es mit dem ersten Gliede. Dieses ist an der Seite der Fläche^ 

wo z positiv ist, constant gleich — 2^sA, und an der anderen 

Seite, wo z negativ ist, constant •\-2n%h. Es ändert also seinen 

Werth in dem Moment, wo p die Fläche durchschreitet, sprung- 

dV 
weise um A^n^h, Bezeichnen wir die Grenzwerthe, denen -sr- 

oz 

sich nähert, wenn /? von der positiven oder von der negativen 

Seite aus unendlich nahe an die Fläche heranrückt, resp. mit 

idV\ , idV\ , , 

I ^- I und I ST- 1 M so kommt: 

(102) [^^\ =«27r€/.;(|^) = + 27r«// 

\Ö;2r/ + o \Ö^/-0 

(.03, ip. Jp ^_,„a. 

\dz/fo \ dz 1^0 

Die letztere Gleichung lässt sich, wie wir weiterhin sehen 
werden, auch auf den allgemeinen Fall, wo die Fläche gekrümmt, 
und die Vertheilung des Agens über dieselbe ungleichförmig ist, 
ausdehnen, und bildet eine neue wichtige Eigenschaft der Po- 
tentialfunction. 

Wir können nun die Gleichung (99) ebenso unter Berück- 
sichtigung der Gleichungen (100) nach x und t/ diflFerentiiren. 
Führen wir dieses zuerst nach x aus, so erhalten wir: 






ds. 



1) Mftn könnte gegen diese von mir angewandte und auch von Kötte- 
BrrzscH, RiEHANX n. A. adoptirte Bezeichnung vieUeicht einwenden, dass es 
sich nicht nm den Fall handelt, wo der Abstand absolut Null und der Punct 
daher in der Fläche selbst gelegen ist, sondern um den, wo der Abstand un- 
endlich klein wird ; indessen glaube ich, dass schon das vor der Null stehende 
+ oder — Zeichen deutlich genug erkennen lässt, dass nicht einfaoli der Ab- 
stand Null gemeint ist, bei welchem das Vorzeichen keinen Sinn haben würde, 
sondern dass die Annäherung an den Abstand Null, welche von der positiven 
oder negativen Seite aus stattfinden kann, angedeutet werden soll. Diese An- 
deutung glaubte ich auf andere Art nicht eben so einfach machen zu können. 
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Dieser Ausdruck lässt sich in eine einfachere Form bringen. 
Es ist nämlich: 



und wenn man dieses in dem zweiten unter dem Integralzeichen 
stehenden Gliede einsetzt, so kann man schreiben: 

Es lässt sich nun der Satz beweisen, dass das hierin vor- 
kommende zweite Integral für jede geschlossene Curve Null 
ist. Da dieser Beweis nicht ganz kurz ist, und daher den Gang 
der Auseinandersetzung an dieser Stelle in einer die Uebersicht- 
lichkeit störenden Weise unterbrechen würde, so will ich ihn in 
einem Zusätze führen.^) Unter Voraussetzung dieses Satzes 
bleibt von der rechten Seite der vorstehenden Gleichung nur das 
erste Glied übrig. Da der Differentialcoefficient nach y ganz 
dieselbe Behandlungs weise zulässt, so können wir die beiden sich 
ergebenden Ausdrücke gleich zusammenschreiben: 



(106) 



dx 






ehy-^ds. 



i 



dy }R 

Man sieht sogleich, dass diese Ausdrücke sich, wenn p an 
die Fläche heranrückt und sie durchschreitet, nirgends sprung- 
weise ändern, und dass sie daher auch anwendbar sind, wenn p 
in der Fläche selbst liegt. 

Nachdem flir die drei Coordinatenrichtungen, deren eine als 
senkrecht zur Ebene und die beiden anderen als parallel der 
Ebene vorausgesetzt wurden, die Dififerentialcoefficienten bestimmt 
sind, kann man sofort auch den Differentialcoefficienten nach 
irgend einer anderen Eichtung bilden. 

Es sei durch p eine beliebige Gerade gezogen, in welcher wir 
uns p beweglich denken wollen. Der Abstand des Punctes p von 
demjenigen Puncto, wo die Gerade die Ebene schneidet, und 



1) Siehe Zusatz II. am Ende des Buches. 
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zwar nach der einen Seite positiv und nach der andern negativ 

gerechnet, sei mit /bezeichnet, dann ist es der Differentialcoefficient 

dV 

-^j um den es sich handelt. Nennen wir die "Winkel, welche 

die Gerade mit den Coordinatenrichtungen bildet, (p, xp und &y 
so ergiebt sich aus einfachen geometrischen Betrachtungen, dass^ 
man setzen kann: 



(107) 



dF dV 



er 



dF 



=-— C0S9 + - — eost;^ + -x-gobS-, 



dl dx 



Qy 



dz 



und es lässt sich somit, nachdem die drei Differentialcoefficienten 

dV dV dV 

^, -ä— und ^— bestimmt sind, der auf eine beliebige andere 

Richtung bezügliche Differentialcoefficient ohne Weiteres hin- 
schreiben. 

dV 
Fragen wir insbesondere, wie der Differentialcoefficient ~^yr 

öl 

sich ändert, wenn der Panct p die Fläche durchschreitet, so 

können wir folgende Gleichung bilden: 






+ 



\dul _o 



+ 



dF^ 



\djfl 



1-) -(-) 1 

\dz/ +0 \dz/^o -^ 



cos (f 



(jOSlf) 



cosi^ 



Nun haben wir vorher gesehen, dass die Differentialcoefficienten 

dV dV 

^ und -^ beim Durchschreiten der Fläche keine sprungweise 

Aenderung erleiden, und demgemäss sind die in den beiden ersten 
eckigen Klammern stehenden Differenzen gleich Null. Die in 
der dritten eckigen Klammer stehende Differenz haben wir zu 
— Anth bestimmt. Wir erhalten also für den Differentialcoeffi- 
cienten, welcher nach einer Eichtung genommen ist, die mit der 
auf der Fläche errichteten Normale den Winkel i5^ bildet, fol- 
gende Gleichung: 
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§ 30. 

Formeln, zu welchen man gelangt, wenn man den in 
Gleichung (95) gegebenen Ausdruck der Potential- 
function differentiirt. 

Im vorigen § sind die Diflferentialcoefficienten der Potential- 
function einer gleichförmig mit dem Agens bedeckten ebenen 
Figur nicht unmittelbar aus dem ersten, in Gleichung (95) ge- 
gebenen Ausdrucke der Potentialfunction abgeleitet, sondern viel- 
mehr aus dem in Gleichung (99) gegebenen, welcher aus jenem 
ersten dadurch entstanden war, dass wir die Integration nach r 
vollzogen, und dann statt des Winkelelementes dip das Element 
des Umfanges ds eingeführt hatten. 

Wir wollen nun aber noch einmal zu der Gleichung (95), 
nämlich: 

da) 



=A 



zurückkehren, um zu sehen, zu was für Formeln wir gelangen, 
wenn wir diese Gleichung differentiiren. Berücksichtigt man. 
dass zu setzen ist: 



80 erhält man durch die Differentiationen: 

dF .r 



(109) 



X 



dx 


.ny 


r' 


dF 

Qy 


,\- 


]-y 


dF 


- S i 


,(^ 



fl?ft> 



di\) 



dz 



da). 



Zu denselben Formeln, nur mit entgegengesetzten Vorzeichen, 
gelangt man auch, wenn man direct die Kraftcomponenten Xj 
Y und Z bestimmt, 

Denken wir uns nun in diesen Formeln den durch die Co- 
ordinate z bestimmten Abstand des Punctes f von der Ebene 
unendlich klein und Null werdend, so wird für diejenigen Flächen- 
elemente, welche den Fusspunct des von jo auf die Ebene ge- 
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fällten Perpendikels zunächst umgeben, für welche also die Grös- 
sen ^ — x und 1? — y unendlich klein werden, auch die in den 
Nennern stehende Grösse r unendlich klein. Da nur r in den 
Nennern in der dritten Potenz vorkommt, während die Zähler 
die Grössen |— ar, ?^— y und z nur in der ersten Potenz enthalten, 
so werden die Brüche unendlich gross, und die Integrale sind 
somit in der vorstehenden Form für den Fall, wo z unendlich 
klein oder Null ist, nicht anwendbar. Es fragt sich nun, ob wir 
die Integrale so umgestalten können, dass die zu integrirende 
Function endlich bleibt. 

Bei dem letzten Integrale, durch welches der Differential- 

dV 
coefficient -^-- bestimmt wird, ist dieses leicht ausführbar, und 

dz ' ' 

wir können dadurch die schon im vorigen § gefundene Gleichung 

(103) in anderer Weise, als dort geschehen ist, ableiten. Es wird 

vielleicht nicht ohne Nutzen sein, die Ableitung auch auf diesem 

Wege durchzuführen, weil der in jener Gleichung ausgesprochene 

wichtige Satz dadurch noch anschaulicher wird. 

z 

Die Grösse stellt den Cosinus des Winkels dar, wel- 

r 

chen der von p nach dem Flächenelemente da) gezogene Leit- 
strahl mit der 2:-Axe bildet Da nun die Normale des Elementes 

mit der z-Axe parallel ist, so können wir auch sagen, — sei 

der Cosinus des Winkels zwischen Leitstrahl und Normale. Be- 
zeichnen wir diesen Cosinus, wie es in.§ 19 u. f. geschehen ist, 
mit i, so lautet die letzte der Gleichungen (109): 



\ 



.2 



dz J r 

Bezeichnen wir ferner, wie es ebenfalls in jenen §§ geschehen 
ist, den körperlichen Winkel der unendlichen schmalen Pyramide, 
welche den Punct p als Spitze und das Flächenelement de» als 
Grundfläche hat, mit da, so gilt die Gleichung: 

da== ± -9 do). 

Hierin ist das + Zeichen zu setzen, wenn p an der negativen 
Seite der Ebene liegt, und der von p ausgehende Leitstrahl so- 
mit die Ebene von der negativen zur positiven Seite durch- 



78 I. Die Potentialfunction. 

schneidet, so dass der mit t bezeichnete Cosinus positiv ist; da- 
gegen das ~ Zeichen, wenn p an der positiven Seite der Ebene 
liegt. 

Im ersteren Falle, wo p an der negativen Seite der Ebene 
liegt, geht durch Einführung von da die obige Grleichung über in: 



<110) ^ 

dz 



= 6^1 dOy 



und hierin stellt das Integral den ganzen körperlichen Winkel 
dar, unter welchem die gegebene Figur vom Puncte p aus er- 
scheint. Im zweiten Falle, wo p an der positiven Seite der 
Ebene liegt, erhält man: 



<110a.) ^Z 

dz 



= — Eh\dOy 



worin wiederum das Integral den körperlichen Winkel darstellt, 
unter welchem die Figur von der jetzigen Lage des Punctes p 
aus erscheint. Denkt man sich nun, dass der Punct p an der 
einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Ebene heran- 
rücke, so nimmt in beiden Fällen der körperliche Winkel den 
Werth 27t an, und wir haben also zu setzen: 

m =2../,; (in =-2W,, 

\dz 1 -Q ' \dz / +0 

woraus sich durch Subtraction ergiebt: 

\dzl^o \dz/ ^0 ~" 

Weniger einfach macht sich die Sache bei den ersten beiden 
der drei Gleichungen (109). Wollten wir, wie vorher, statt des 
Flächenelementes da) das Element des körperlichen Winkels drr 
einführen, so würden wir erhalten: 

— == e/i 1 ±— — da; r~ = t/i \ ± ^—r^ da, 
ox j ri oy i ri 

welche Ausdrücke für den Fall, wo z endlich klein oder Null ist, 
unbrauchbar sind, weil dann unter den Elementen da solche vor- 
kommen, für welche die im Nenner stehende Grösse i unendlich 



^ 
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klein oder Null wird. Führt man dagegen, wie es in § 28 ge- 
schehen ist, die Polarcoordinaten u und ff um den Fusspunct 
des Perpendikels ein, so erhält man: 



dV 



^^kS^lJ^^dudff, — = ,/^Jj -^^^^^^^ 



dx 
worin zugleich zu setzen ist: 



In diesen Ausdrücken wird, wenn z unendlich klein oder Null 
ist, für unendlich kleine Werthe von u der Nenner ein unendlich 
kleines von höherer Ordnung als Zähler, und die Ausdrücke sind 
daher ebenfalls für unseren Zweck nicht dienlich. 

Aus diesen Gründen habe ich den unter (95) gegebenen 
Ausdruck der Potentialfunction in den unter (99) gegebenen um- 
geformt, in welchem nur noch ein nach dem Umfange zu nehmen- 
des Integral vorkommt, und dann erst habe ich die Differen- 
tiationen ausgeführt. 

§ 31. 

Verhalten der Differentialcoefficienten zweiter Ord- 
nung der Potentialfunction. 

Es ist noch von Interesse, zu erfahren, wie sich unter der 
gemachten Voraussetzung, dass das wirksame Agens nur über 
eine Fläche verbreitet ist, die Gleichung JK=0 verhält. Da 
sich unter dieser Voraussetzung auf einer endlichen Fläche eine 
endliche Menge des Agens befindet, die mathematische Fläche 
aber, wenn man ihre Grösse so bestimmen will, dass man sie als 
einen Theil des körperlichen Eaumes betrachtet, gleich Null' zu 
setzen ist, so folgt daraus, dass die Dichtigkeit des Agens, wenn 
man sie nicht als Flächendichtigkeit, sondern in dem gewöhn- 
lichen Sinne als Raumdichtigkeit auffasst, unendlich gross ist, 
und es entsteht daher die Frage, ob unter diesen Umständen jene 
Gleichung bis in unmittelbare Näh« der Fläche gültig bleibt. 

Wir bilden dazu die zweiten Differentialcoefficienten der 

Potentialfunction, welche in JF vorkommen. Aus Gleichung 

z 
(101) ergiebt sich, da der Bruch -z:^- an der einen oder anderen 

Yz^ 

Seite der Ebene bis an diese selbst hinan constant ist: 
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(111) 



I. Die Fotentialfunction. 
^V f i' f t 



thxr I -^i-j da 



da 



Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (106): 



(112) 






d 
dy 






y 



und somit: 
da?* 



(113) 



= — *'^ 1 "p3^ öf^. 



-!/)ß' 



ds 



d^V 



Dieser letzte Ausdruck ist dem in (111) für -^-^ gefundenen 

gleich und entgegengesetzt, und beide heben sich somit bei der 
Addition auf, und man erhält: 

Diese Gleichung gilt hiernach an beiden Seiten der Fläche 
bis dicht an sie hinan. 

« 

Will man statt des bisher benutzten Coordinatensystems x\ 
y, z, dessen 2:-Axe auf der Ebene senkrecht steht, ein anderes 
rechtwinkliges Coordinatensystem ar^, i/^, z^ anwenden, so kann 
man durch eine ähnliche Betrachtung, wie sie am Ende des § 29 
vorkam, jeden der drei Diflferentialcoefficienten 

ff'F d'V ö^^ 
durch die sechs Differentialcoefficienten 
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d'^V d^V S^V d^V d^V d^V 
da^^' df' dz^' d^dy dxdz' '^dfdz 

ausdrücken, von denen auch die drei letzten endliche Grössen 
sind, welche sich leicht aus (106) ahleiten lassen. Durch Addition 
der Ausdrücke ergiebt sich dann sofort, dass 

d^V d^V S^V _d^V dT d^V 

sein muss. Der Schluss, dass die Gleichung JV=0 auch bei 
unendlicher Annäherung an die Fläche gültig bleibt, ist also von 
der Wahl des Coordinatensystemes unabhängig. 

In der Fläche selbst ist die Gleichung nicht anwendbar, weil 

hier die Grösse ._ eine sprungweise Aenderung erleidet. 

§ 32. 

Betrachtung einer gleichförmig mit Agens 
bedeckten Kugelfläche. 

Es wird vielleicht nicht unzweckmässig sein, an die gleich- 
förmig mit Agens bedeckte ebene Figur noch einen anderen 
speciellen Fall, nämlich die gleichförmig mit Agens bedeckte 
Kugelfläche anzuschliessen, w^il diese sich besonders leicht be- 
handeln lässt. 

Für eine solche Kugelfläche haben wir nämlich schon in 
§ 12 die innere und äussere Potentialfunction Fi und F« be- 
stimmt. Wenn a den Badius der Kugelfläche und q den Ab- 
stand des Punctes p von ihrem Mittelpuncte bedeutet, so können 
wir gemäss der dort unter (35) gegebenen Gleichungen setzen: 

Vß = ^TisA — . 

Q 

Da nun die Gerade, deren Länge durch p dargestellt wird, auf 
der Kugefläche senkrecht ist, so ist, wenn wir die Normale auf 
der Fläche nach Aussen hin als positiv rechnen, der nach q ge- 
nommene Diff^erentialcoefficient zugleich der nach der Normale 
genommene Differentialcoefficient, und zwar haben wir an der 
für die Normale positiven Seite den Differentialcoefficienten von 

Clanaias, Potentialfnnction usw. 3. Aufl. ß 
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Ve und an der negativen Seite den von Vi zu nehmen. Betrachten 
wir von diesen beiden Differentialcoefficienten die in' unmittel- 
barer Nähe der Fläche geltenden Werthe, so können wir, wenn 
wir die Normale mit n bezeichnen, setzen: 

idr\ _/^r,\ idr\ ^ idVj \ 

\Ö«/+o \ d{) I q^a \dnl -0 \ dQ Ig^a 

Der letztere Differentialcoefficient ist Null, weil Vi constant ist, 
der erstere dagegen giebt: 

Folglich erhält man: 

\dnj ^0 \dnl ^0 

welches die in § 29 unter (103) gegebene Gleichung ist. 

Um nun auch nach anderen Richtungen, z. B. nach den 
Coordinatenrichtungen eines beliebigen rechtwinkligen Coordinaten- 
systems differentiiren zu können, brauchen wir nur zu berück- 
sichtigen, dass für q folgender Ausdruck gilt: 



« 

worin x^, y^, Zq die Coordinaten des Mittelpunctes der Kugel- 
fläche bedeuten. Dann erhalten wir: 

dVe dVe do , .a^x — x^ 

ox dq ox Q Q 

Setzen wir hierin Q = a und bezeichnen zugleich den Winkel 
zwischen der a:- Richtung und der Richtung von q, welche zugleich 
die Richtung der Normale ist, mit ö-y so kommt: 

( ;;r^-) = — 47r€//COS^. 

\ ox fg^a 

Um diese Gleichung mit der früher gegebenen entsprechenden 
Gleichung auch der Form nach in Uebereinstimmung zu bringen, 
denken wir uns durch den betreffenden Punct der Oberfläche, 
dessen Coordinaten |, ?], C heissen mögen, eine Gerade parallel 
der X'Axe gezogen, und bezeichnen für einen auf dieser Ge- 
raden beweglichen Punct die Differenz ar-| mit L Dann 
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können wir, indem wir die Aussenseite der Fläche als die positive 
betrachten, setzen: 

1-;^) =(-rj'') = — 471«// COS d-. 



Zugleich ist: 






und es kommt somit 

welches die in § 29 unter (108) gegebene Gleichung ist. 

Was ferner die Differentialcoefficienten zweiter Ordnung 
nach den Coordinaten anbetrifft, so erkennt man sofort, dass 
innerhalb und ausserhalb bis dicht an die Fläche hinan die 
Gleichungen J Fj = und J F« = gelten. 

§ 33. 

Betrachtung einer beliebig gekrümmten Fläche, in 
welcher die Dichtigkeit des Agens nicht constant zu 

sein braucht. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung des allgemeinen Falles, 
wo die Fläche, welche das Agens enthält, beliebig ge- 
trümmt und die Vertheilung des Agens ungleichförmig 
ist; indessen wollen wir nicht alle für die einfacheren Fälle ge- 
machten Entwickelungen auch hier durchführen, sondern uns 
darauf beschränken, den in § 29 und im vorigen § gefundenen, 
durch die Gleichung (103) ausgedrückten Satz allgemein zu be- 
weisen. Wir können denselben folgendermaassen aussprechen. 
In irgend einem Puncto P der Fläche sei eine Normale errichtet; 
in dieser denken wir uns den Punct p beweglich und bezeichnen 
seinen Abstand vom Fusspuncte P der Normale mit n, wobei 
diese Grösse an der einen Seite der Fläche als positiv und an 
der anderen als negativ gerechnet wird. Dann ist: 

<ni., im _(?/) ._4„.. 
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worin die Indices + und — die Grenzwerthe andeuten sollen^ 

dV 
denen -r sich nähert, wenn der Punct p von der positiven oder 

negativen Seite aus unendlich nahe an die Fläche hinanrückt^ 

und h den Werth bedeutet, welchen die für einen beliebigen 

Punct mit ä' bezeichnete Flächendichtigkeit in dem Puncte P" 

hat, wo die Normale errichtet ist. 

Die Entwickelungen, welche fftr den Beweis dieses Satzes^ 

nöthig sind, sind in vieler Beziehung den in § 24 enthaltenen 

ähnlich. Wir legen wieder im Puncte P an die Fläche eine 

Tangentialebene, und nehmen diese zur jry- Ebene unseres Co- 

dV 
ordinatensystemes, und die Normale zur z-Axe, so dass -^— und 

dV 

^ gleichbedeutend sind. Wir brauchen auch hier von der 

Fläche nur ein sehr kleines aber endliches Stück um P speciell 
zu betrachten. Nennen wir nämlich die Potentialfunction dieses* 
kleinen Stückes für sich allein V^, und die Potentialfunction der 
gesammten übrigen Fläche Kj, so dass 

dV 
ist, so sind für -^— die in der vorigen Gleichung enthaltenen» 

Grenzwerthe unter einander gleich, da dieser Differentialcoeffi- 
cient im Puncte F keine Unterbrechung der Stetigkeit erleideik 
kann. Es ist also: 



\dn / +0 \dn I ^0 



und wenn daher bewiesen werden kann, dass die Gleichung: 

gilt, so ist damit auch die Gleichung (III.) bewiesen. 

Wenn für ein Flächenelement dto bei dem Puncte (|, ly, ^^ 
wo die Dichtigkeit ä' stattfindet, der Abstand vom Puncte p mit 
r bezeichnet wird, indem 



ist, so hat man: 
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^115) 



1 = « 1 — ^ö>> 

J r 



worin die Integration über das betrachtete kleine Flächenstück 
■auszudehnen ist. Hierin wollen wir statt A' den gleichbedeuten- 
den Ausdruck: 

h + [j-Ajy 

schreiben, worin /, wie in § 24, den Cosinus des Winkels be- 
•deutet, welchen die auf da) errichtete Normale mit der z-Axe 
bildet, eine Grrösse, die bei P selbst gleich 1 und in der Nähe 
von P wenig von 1 abweichend ist. Dadurch kommt: 



J^i = tA\ — d(ü + e 



woraus wir durch Differentiation erhalten: 



$T^" + 'i(7-'')>' 






;=aje-^'>^.»+.J(f-.)<^'^.». 



Ferner ist, wenn die Cosinus der Winkel, welche die vorher er- 
wähnte Normale auf dm mit der ar-. und y-Axe und mit dem 
Xieitstrahl r bildet, a, ß und i heissen: 

z = '- 

r 

(t-2r)y ^^._ ^a + Tiß 
r r 

und die vorige Gleichung geht daher über in: 

Die drei hierin vorkommenden Integrale wollen wir zur Ab- 
kürzung durch die Buchstaben E, F und G bezeichnen, so dass 
die Gleichung lautet: 

{116a.) %^ = e/i F+eA F+€ G. 

dz 
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Die beiden letzten dieser Integrale erlauben eine andere Behand- 
lung, als das erste, weil in ihnen die zu integrirenden Functionen 
Factoren enthalten, welche beim Puncte P gleich Null werden, 
was in dem ersten nicht der Fall ist. Wir wollen daher das 
Integral E gesondert und dann die Integrale F und G gemein- 
sam betrachten. 

§ 34. 
Verhalten der Grösse E. 

Wir führen in E statt des Flächenelementes rfw, wie in § 24^ 
das Element da des körperlichen Winkels ein, und erhalten: 



^=: {±da. 



Um die Wahl des Vorzeichens einfach ausdrücken zu können,, 
wollen wir die beiden Seiten der Fläche, nach welchen die Nor- 
male n positiv und negativ gerechnet wird, kurz die positive und 
negative Seite der Fläche nennen. Dann ist, wenn der von p nach 
dm gezogene Leitstrahl, indem er wächst, die Fläche von der nega- 
tiven zur positiven Seite durchschneidet, dö mit dem Pluszeichen 
zu nehmen, im anderen Falle mit dem Minuszeichen. 

Wenn daher p sich in dem negativen Theile der Normale 
n befindet, so gilt für den ersten Durchschnitt irgend einer Ele- 
mentarpyramide mit der Fläche das Pluszeichen, fiir den zweiten^ 
falls die Fläche so gekrümmt ist, dass zwei Durchschnitte vor- 
kommen, das Minuszeichen u. s. f. Daraus folgt, wie man leicht 
sieht, dass das ganze Integral den körperlichen Winkel 
darstellt, unter welchem der Umfang des betrachteten 
Flächenstückes von/? aus erscheint, und zwar ist von den 
beiden körperlichen Winkeln, in welche der ganze Winkelraum 
durch die von p aus durch den Umfang gelegte Kegelfläche ge- 
theilt wird, derjenige zu nehmen, in welchem der Fusspunct P 
der Normale liegt. 

Befindet sich p in dem positiven Theile der Normale, so 
ist bei jeder Elementarpyramide für den ersten Durchschnitt das 
Minuszeichen, für den zweiten das Pluszeichen u. s. f. anzuwen- 
den, wodurch das ganze Integral eine negative Grösse wird» 
Der absolute Werth dieser Grösse stellt wieder den körperlichen 
Winkel dar, unter welchem der Umfang des Flächenstückes von 
p aus erscheint, und zwar ebenfalls denjenigen der beiden in 
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Betracht kommenden Winkel, in welchem der Fusspunct P liegt. 
Aus dem letzteren Umstände folgt, dass in diesem Falle der 
körperliche Winkel nach der entgegengesetzten Seite zu nehmen 
ist, als im vorigen. Denkt man sich also zwei Lagen von /? zu 
beiden Seiten des Fusspunctes jP, aber beide unendlich nahe 
demselben, und somit auch unter einander unendlich nahe, so 
erhält man für diese beiden Lagen zwei körperliche Winkel, 
welche sich zu in ergänzen. Demnach können wir, wenn wir für 
den Fall, wo der Punct p an der negativen Seite liegt, den kör- 
perlichen Winkel mit a^ bezeichnen, schreiben: 

^— = (Ti 

-Ä'+o = — (4;! — o^). 

Bilden wir nun die Differenz jB+o — £— o, so hebt sich 
darin die einmal mit dem + Zeichen und einmal mit dem 
— Zeichen vorkommende Grösse a^ auf, und es bleibt: 

(117) ^+0-^-0= -47r. 

§ 35. 
Verhalten der Grössen i^und G. 

Wir betrachten nun die beiden anderen in der Gleichung 
(116) vorkommenden Integrale i^ und G. Diese lauten: 



(118) 






Es soll nun bewiesen werden, dass diese Integrationen bestimmt 
ausführbar sind und dass, wenn z von einem kleinen negativen 
Werthe durch Null zu einem positiven übergeht, die Integrale 
dabei keine sprungweise Aenderung erleiden. 

In dem ersten können wir, wie in § 24, setzen: 

wodurch es übergeht in: 
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Ferner wollen wir in der xy-Ebene statt der rechtwinkligen Co- 
ordinaten | und i? um denselben Anfangspunkt die Polarcoordi- 
naten u und (p einführen, dann ist: 

^ = u COS (fy r] = u sin y 
und somit: 

d^ dt] 

und wenn wir mittelst dieser Gleichungen cos q) und sin cp aus 
den vorigen eliminiren: 

du ' du 

Dadurch nimmt der in F vorkommende Zähler eine einfachere 
Form an, nämlich: 



dr d: /öC d^ dC dri\ dt 
d^ dt] ' \aj du dri du! du 



Endlich können wir in beiden Integralen für das Product yda, 
welches die Protection des Elementes doa auf die ary- Ebene dar- 
stellt, ein Element dieser Ebene setzen, und dann die Integration 
über die Protection des betrachteten Flächenstückes auf die Ebene 
ausführen. Das Element der Ebene, in Polarcoordinaten aus- 
gedrückt, ist udud(p, und die Gleichungen (118) gehen somit 
über in: 



(119) 



1 k r 7 L •// 

F = 






Nehmen wir nun zunächst an, dass die Fläche an der be- 
trachteten Stelle nur eine endliche Krümmung habe, und 
dass auch die Dichtigkeit h sich in der Nähe derselben nur all- 
mälig ändere, dass also ihre Differentialcoefficienten end- 
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liehe Grössen seien, so können wir, da die :ry- Ebene im Puncte 
P Tangentialebene ist, setzen: 



(120) 



du 
K 



= mu 



r 



— A = nu, 



worin m, vi und n Functionen von u und qp sind, welche für 
kleine Werthe von u nicht unendlich gross werden. Durcli Ein- 
setzung der beiden letzten Formeln in die Ausdrücke (119) gehen 
diese über in: 

et ,/S 
F = 



(121) 



U/k' ^dud(p 



G 



=i$ 



n 3^— au a(p. 



Bedenkt man hierbei, dass 



ist, so sieht man leicht, dass die zu integrirenden Functionen für 
keine Werthe von u und z unendlich gross werden können, und 
dass somit die Integrationen bestimmt ausführbar sind. 

Um noch zu zeigen, dass die Ausdrücke beim Durchgange 
Ton z durch Null keine sprungweise Aenderung erleiden, wollen 

wir die Grösse -^ in eine Reihe entwickeln. Die Formel von r 

lautet, wenn man darin für J seinen in (120) gegebenen Werth setzt: 



r =: Vu^+ ^-^ 2mzu^+ m^u\ 
Hierin wollen wir die Grösse t mit der Bedeutung 

(122) /=/^?+7" 

einführen, dann kommt: 



r=Vf-2mzu^+m^u^ 



V^ - ■• 
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und daraus folgt weiter: 



- = -/ 



zu 



2 



1 + 3w 2 



3 u^ 



■) 



Wenn man diese Reihe, welche stark convergirt, weil u nur 
kleine Werthe haben kann, in die Ausdrücke (121) einsetzt, und 
im letzteren derselben auch im Zähler für ^ seinen Werth aus 
(120) setzt, so kann man schreiben: 



(123) 



\\ 



F =^\\m -^ du d(f '\- 113 wm " - du dtp — etc. 
G = ""11^ "73" dudcp + \\mn-^dud(p — etc. 



Auf diese Weise ist jede der Grössen /'und G in eine Reihe 
von Gliedern zerlegt, von denen das erste unter den Integral- 
zeichen einen Bruch enthält, der im Zähler in Bezug auf z und 
u von demselben Grade ist, wie im Nenner in Bezug auf f, wäh- 
rend die folgenden Glieder Brüche enthalten, die im Zähler von 
höherem Grade als im Nenner sind. Diese letzteren Glieder 
lassen sich kurz abmachen. Wenn man von einem derselben den 
Diflferentialcoefficienten nach z bilden will, so kann man unter 
den Integralzeichen differentiiren, wodurch dort ein Bruch ent- 
steht, dessen Zähler noch von gleichem oder höherem Grade als 
der Nenner ist, und da ein solcher Bruch für keine Werthe von 
z und u unendlich gross werden kann, so muss auch das Integral 
für alle Werthe von z endlich bleiben. Da somit der Diflferential- 
coefficient des betrachteten Gliedes endlich bleibt, so kann das 
Glied selbst beim Durchgange von z durch Null keine sprung- 
weise Aenderung erleiden. Es bleibt also in jedem der beiden 
obigen Ausdrücke nur das erste Glied besonders zu behandeln, 
um auch an ihm dieselbe Eigenschaft nachzuweisen. Wir wollen 
diese Grössen mit F" und G' bezeichnen, indem wir setzen: 



(124) 






u^ 



u" + z^f 



dudcp 



zu 



n "^~ dudcp. 
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Statt der ersten dieser beiden Grössen wollen wir noch eine 
andere bilden. Wir bezeichnen den Werth, welchen F' für z = 
annimmt, mit Aj nämlich: 



J = \\m' du dcp 



und bilden dann die Differenz: 

(125) F — J = —\\m >— ^ — du d<p. 

Von den beiden Grössen F'—A und G' lässt sich nun 
leicht beweisen, dass sie, wenn 2: unendlich klein und Null 
wird, ebenfalls unendlich klein und Null werden müs- 
sen. Setzt man nämlich in den unter den Integralzeichen stehen- 
den Brüchen für z einen unendlich kleinen Werth, so werden 
die Brüche für alle endlichen Werthe von u unendlich klein, 
und nur für unendlich kleine Werthe von u nehmen sie endliche 
Werthe an, die man leicht näher bestimmen kann. Der erste 
Bruch: 

{u' + z'f 

geht, wenn u bis Null abnimmt, in den Grenzwerth 1 über. Der 
zweite Bruch: 



zeigt ein etwas complicirteres Verhalten. Wenn u soweit ab- 
nimmt, dass es ein unendlich Kleines von derselben Ordnung 
wie z wird, so wird dadurch der Bruch endlich, und wenn u noch 
weiter abnimmt, so dass es ein unendlich Kleines von höherer 
Ordnung als z wird, so wird der Bruch wieder unendlich klein. 
Sei nämlich 8 eine unendlich kleine Grösse, und setzen wir: 

z = adf u = bdy 

worin a und b endliche Coefficienten sind, so geht dadurch der 
vorige Bruch über in: 

ad.b^d^ ab^ 

{b^ d"' + a^ d'f ib' + a'f ' 
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isetzen wir dagegen: 

so geht der Bruch über in: 

ad.b^d' b^ 



(öM^ 



! =^*' 



Das Wesentliche aber, worauf es für unsere Betrachtung an- 
kommt, gilt für den einen Bruch so gut, wie für den anderen, 
nämlich dass das Intervall von m, innerhalb dessen der Bruch 
einen endlichen Werth hat, nur unendlich klein ist, und dass 
ferner, wenn man sich denkt, dass der schon unendlich kleine 
Werth von z noch immer kleiner bis Null werde, dann auch 
einerseits jenes Intervall von m, innerhalb dessen der Bruch end- 
lich ist, und andererseits die ausserhalb dieses Intervalles statt- 
findenden unendlich kleinen Werthe des Bruches immer kleiner 
bis Null werden. Daraus folgt, dass, wenn man die in F—A 
und G angedeutete Integration nach u von m = bis zu einem 
beliebigen endlichen Werthe von u ausführt, man dadurch Grös- 
sen erhalten muss, die mit z zugleich unendlich klein und Null 
werden. 

Man kann dieses letztere Resultat auch noch auf eine andere 
Art beweisen, welche vielleicht noch klarer ist. Betrachten wir 
zuerst die Grösse F'—A, so ist darin der vorher besprochene 
Bruch mit dem Factor m behaftet, welcher von u abhängt. Wenn 
nun die Integration nach u zwischen irgend zwei Grenzen aus- 
geführt werden soll, so kann man sicher sein, dass das dadurch 
entstehende Integral seinem Werthe nach zwischen denjenigen 
beiden Integralen liegt, welche man erhält, wenn man statt der 
veränderlichen Grösse m ein Mal den grössten Werth, welchen 
sie zwischen jenen beiden Grenzen von u hat, und das andere 
Mal den kleinsten Werth setzt, und dann die Integration aus- 
führt. Wenn man daher findet, dass diese beiden letzten Integrale 
unendlich klein oder Null werden, so muss man schliessen, dass 
dasselbe auch mit jenem ursprünglich gegebenen Integrale der 
Fall ist. Ebenso verhält es sich mit der Grösse Gr in Bezug 
auf den Factor n. Nun lässt sich aber in beiden Ausdrücken, wenn 
man für m und n constante Werthe setzt, die Integration nach 
u sofort wirklich ausführen. Bezeichnen wir die constanten Werthe 
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zum Unterschiede mit m\ und n^ und integriren von « = bis 
u=Uj wo U irgend einen endlichen Werth bedeuten soll, so 
kommt: 




'\ vir'4-z' f 



{u' + z')^ '\ yTT'+ 



u 

Zttf 

«1 I i du 

zV 



= «1 



Vtp^ 



z 



2 



+ ;?l0g( t^+ / C/^ + ^^ - ;?l0gT^^^ 



Man sieht sogleich aus der Form dieser Ausdrücke, dass sie mit 
z zugleich unendlich klein und Null werden, und zwar für alle 
beliebigen Werthe der constanten Pactoren m^ und n^^ und somit 
auch für die oben erwähnten grössten und kleinsten Werthe^ 
Demnach muss dasselbe Resultat auch gültig bleiben, wenn statt 
der constanten Werthe wieder die veränderlichen Pactoren m 
und n eingeführt werden, und daraus folgt weiter, dass auch die- 
ganzen Grössen F' — A und G' mit z zugleich unendlich klein 
und Null werden müssen, und dass daher die Grössen F' und G 
beim Durchgange von z durch Null keine sprungweise Aenderung 
erleiden können. 

Da dasselbe, was hier von F' und G' gefunden ist, sich dem 
oben Gesagten nach auch auf die vollständigen in (123) gegebenen 
Ausdrücke von i^und G ausdehnen lässt, so können wir schreiben:. 

I 6^4-0 — 6^—0 = 0. 

Gehen wir nun zu der Gleichung (116 a.) zurück, und berück- 
sichtigen dabei die Gleichung (117), so erhalten wir: 

Da die a:-Axe in der Richtung der Normale genommen ist, so> 



^ I 
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kann man statt des DifFerentialcoefficienten nach z auch den 
nach n schreiben, also: 

Hieraus ergiebt sich nach dem, was in § 33 gesagt ist, sofort 
auch die zu beweisende Gleichung (IIL): 



§ 36. 

Specieller Fall, wenn an der betreffenden Stelle die 

Krümmung der Fläche unendlich gross ist, oder die 

Dichtigkeit sich unendlich schnell ändert. 

Bei dem vorigen Beweise wurde vorausgesetzt, dass die 
Krümmung der Fläche an der betreffenden Stelle endlich sei, 
und auch h sich in der Nähe dieser Stelle nur allmälig ändere. 
Wir wollen nun diese Voraussetzung fallen lassen, und statt der 
Gleichungen (120) schreiben: 



(127) 



c- 


mu 


1+.U 


dl 




r 


du 


— m 


Ut^ 


h' 








-h 


— nu^, 









worin tw, m und n dieselbe Bedeutung haben, wie früher, und m 
und V irgend welche positive Grössen sind. Wenn jii< 1 ist so 

wird der Differentialcoefficient ^-|, und mit ihm die Krümmung 

der Fläche für w = unendlich gross. Ist v <i\. so wird ,,— 

ou 

und daher im Allgemeinen auch ..— für m = unendlich gross. 

Dessenungeachtet lässt sich beweisen, dass die Gleichung (in.) 
gültig bleibt, so lange die Grössen fi und v nur angebbare po- 
sitive Werthe haben. 
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Wir können dabei wieder, nachdem wir die Grössen F und 
G in B.eihen entwickelt haben, unsere Aufmerksamkeit auf das 
erste Glied jeder Reihe beschränken, denn man erkennt leicht, 
dass, wenn sich für dieses Glied die fraglichen Eigenschaften 
nachweisen lassen, (nämlich dass die Integration bestimmt aus- 
führbar ist, und das Integral beim Durchgange von z durch Null 
keine sprungweise Aenderung erleidet), dann dieser Nachweis bei 
den höheren Gliedern um so weniger Schwierigkeiten haben kann. 
Wir erhalten daher statt (124) die Ausdrücke: 



(128) 






u^ + (^ 



G' = - 



l 



dud(p 



dudq). 



In den hier vorkommenden Brüchen sind, wenn fi und v kleiner 
als 1 sind, die Zähler von niedrigerem Grade als die Nenner, 
und die Biiiche bleiben daher nicht für alle Werthe von z und 
u endlich. Indessen lässt sich diese Schwierigkeit durch die 
schon in § 25 angewandte Art der Umformung beseitigen. Führen 
wir nämlich statt der Veränderlichen u die beiden Veränderlichen 
u und u' ein mit der Bedeutung: 

u = uH^ und u' ^=ru^ , 



so kommt: 



(129) 



r = 




V 



3 



2 



dudip 



G' = 




zu 



rr 



2 



(«^"' + ^ 



du'dcp. 



Bei dieser Form der Ausdrücke bleiben die zu integrirenden 
Functionen für alle Werthe von z und von u und u" endlich, 
und es lassen sich auf diese Ausdrücke dieselben Betrachtungen 
anwenden, wie auf die Ausdrücke (124) im vorigen §, und man 
erhält daher wieder als B;esultat die Gleichung (III.) 

Diese Gleichung hört erst dann auf gültig zu sein, wenn die 
Gleichungen (127) für keine angebbaren positiven Werthe. von ft 
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und V anwendbar sind. Dabei ist aber zu bemerken, dass die 
meisten Fälle dieser Art schon von selbst von dem durch die 
Gleichung (III.) ausgedrückten Satze ausgeschlossen sind. Bildet 
die Fläche an der betreffenden Stelle eine scharfe Spitze oder 
Kante, so dass es dort keine bestimmte Tangentialebene giebt, 
so giebt es auch keine bestimmte Normale, und der Differential- 

dV ^ 

coefficient ■^- hat daher keinen Sinn. Erleidet ferner die Dich- 
ön 

tigkeit Ä' gerade an der betreflfenden Stelle eine sprungweise 

Aenderung, so hat A keinen bestimmten Werth und die Gleichung 

verliert dadurch ihre Bedeutung. Es bleiben also nur solche 

Fälle übrig, wie zu Ende des § 25 einer als Beispiel angeführt 

ist, welche aber zu speciell sind, um sich hier einer besonderen 

Betrachtung zu verlohnen. 

§ 57. 

Potentialfunction einer gleichförmig mit Agens 

bedeckten geraden Linie. 

An den in den §§ 27 bis 36 betrachteten Fall, wo das Agens 
sich auf einer Fläche befindet, schliesst sich bei geometrischem. 
Fortschreiten der practisch freilich weniger wichtige Fall an, wo 
das Agens übe» eine Linie stetig verbreitet ist, so dass sich auf 
einöm endlichen Linienstücke eine endliche Menge des Agens 
befindet. 

Der einfachste Fall dieser Art ist der, wo ein Stück einer 
geraden Linie so mit dem Agens bedeckt ist, dass sich auf 
gleichen Längenabschnitten gleichviel davon befindet, 
und da dieser Fall die hier in Betracht kommende Eigenschaft 
die Potentialfunction besonders bequem erkennen lässt, so möge 
er zuerst behandelt werden. 

Die mit dem Agens bedeckte Gerade möge als z-Axe eines 
rechtwinkligen Coordinatensystemes genommen werden. Ein Ele- 
ment derselben heisse dz und die darauf befindliche Menge des 
Agens werde mit gdz bezeichnet, worin ff die als constant vor- 
ausgesetzte Liniendichtigkeit bedeutet. Die dem Anfangs- und 
Endpuncte der Geraden entsprechenden Werthe von z sollen a 
und b heissen. Der Punct p mit den Coordinaten ar, y, Zj für 
welchen die Potentialfunction zu bestimmen ist, soll eine solche 
Lage haben, dass der Werth von z zwischen a und b liegt. 
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Die für die Potentialfunction geltende Gleichung ist: 

- ^^' 




Viv^+Z + iz-zy 



oder, wenn wir den Abstand des Punctes p von der Geraden 
mit Q bezeichnen, und demgemäss setzen: 



so kommt: 



(130) 




zy 



a 

Hierin lässt sich die Integration ausfuhren, und giebt: 



F= tg log - 



h-z^- V(?-\-{h-z) 



% 



Multipliciren wir den unter dem Logarithmuszeichen stehenden 

Bruch in Zähler und Nenner mit z — a + Yg^ + (z — a)*, so wird 
der Nenner einfach q^, und der Ausdruck lässt sich dann so 
schreiben: 



(131) F=-2f^log(> + fc^log b-z^-y{)^+{b-zf 

+ g^log z-a+YQ^-\'{Z'-'äf 



Setzt man hierin wieder für q seinen Werth Yx'^ + J/^, so hat 
man V als Function von x, y, z und kann nach jeder der drei 
Coordinaten differentiiren. 

Von besonderem Interesse sind die Werthe, welche die Po- 
tentialfunction V und ihr nach q genommener Diflferentialcoefficient 
annehmen, wenn g unendlich klein und Null wird, wenn also der 
betrachtete Punct sich der mit Agens bedeckten Linie unendlich 
nähert und sie erreicht. Dividirt man die vorige Gleichung durch 
log (>, und lässt dann g bis Null abnehmen, so verschwinden die 
beiden letzten Glieder an der rechten Seite, weil der Nenner 
log g unendlich gross wird, während die Zähler endlich bleiben, 
und es kommt somit, wenn man den auf g = bezüglichen Grenz- 
werth durch den beigesetzten Index andeutet: 

C 1 a n B i a s , Potentialfiinction usw. 3. Aufl. 7 
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(132) (/' ) :=.^26y. 

Differentiirt man ferner die obige Gleichung nach (>, multiplicirt 
sie darauf mit q und lässt dann q zu Null werden, so verschwin- 
den wieder die beiden letzten Glieder, und es bleibt: 

Diese Gleichungen sind für die Potentialfunction einer nur auf 
einer Linie befindlichen Menge des Agens characteristisch. 

§ 38. 

Beweis der characteristischen Gleichungen für eine ge- 
krümmte und ungleichförmig mit Agens bedeckte Linie. 

Wir wollen nun statt der geraden Linie, auf welcher die 
Dichtigkeit constant ist, eine beliebig gekrümmte Linie mit ver- 
änderlicher Dichtigkeit betrachten, wobei wir nur voraussetzen 
wollen, dass die Krümmung überall endlich sei, und die Dichtig- 
keit sich nur stetig ändere. Bei der Behandlung dieses all- 
gemeinen Falles wollen wir uns aber darauf beschränken, zu 
beweisen, dass auch für ihn die obigen characteristischen Glei- 
chungen gelten. 

In irgend einem zur Betrachtung ausgewählten Puncte der 
mit dem Agens bedeckten Linie denken wir uns die Tangente 
an dieselbe gelegt, und nehmen diese als 2:-Axe und zwei be- 
liebige auf ihr und unter einander senkrechte Gerade als ar- und 
y-Axe eines Coordinatensystems. Den Punct -p denken wir uns 
im positiven Arme der x-Axe liegend, so dass die Coordinate 
X zugleich der senkrechte Abstand des Punctes von der Linie ist 

Ist nun ds irgend ein Element der Linie mit den Coordinaten 
x\ y\ z und wird die darauf befindliche Menge des Agens mit 
g ds bezeichnet, so ist die Potentialfunction: 



r= 



\ 



g ds 



woraus folgt: 

ö /-^ _ f g' (x — x) ds 
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Diese Ausdrücke sollen nun soweit berechnet werden, dass die 

V dV 

Werthe von = und x -^c— für x = bestimmt werden können. 

log X ox 

Dabei braucht die Integration nur für ein sehr kleines Stück 
der Linie zu beiden Seiten des Anfangspunctes der Coordinaten 
ausgeführt zu werden, denn für die Potentialfunction der ent- 
fernteren Theile versteht es sich von selbst, dass sie und ihr 
Differentialcoefficient nach x endlich bleiben, und dass somit die 

Producte derselben mit , und x für x = verschwinden. 

log X 

um die Ausdrücke für unsere Betrachtung geeignet zu 

machen, müssen sie umgeformt werden. Sei dz die Projection 

-des Elementes ds auf die z-Axe und y der Cosinus des Winkels, 

welchen ds mit der r-Axe bildet; dann ist: 

d8= — dz\ 

Y 

Jilach Einführung dieses Werthes für ds betrachten wir die 

Grösse — . Die Dichtigkeit im Anfangspuncte der Coordinaten 

sei mit ff bezeichnet. Da ferner der mit / bezeichnete Cosinus 
im Anfangspuncte der Coordinaten, wo die Linie die z-Axe be- 

Tührt, gleich 1 ist, so hat der ganze Bruch ^, welcher als Func- 

7 

tion von z angesehen werden kann, für z =0 den Werth ff, und 
für andere Werthe von z' kann man setzen: 

worin l eine Function von z ist, welche für kleine Werthe von 
y nicht unendlich gross wird. Die Gleichung für V lautet dann: 






Nun kann man femer, weil die Linie im Anfangspuncte der Co- 
ordinaten die Z'Axe berührt, setzen: 

' '2 ' ^ '2 

worin m und n ebenfalls endliche Functionen von z sind. Indem 

7* 
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wir diese Werthe anwenden, und zugleich, ähnlich wie in § 85, 
das Zeichen t mit der Bedeutung 



einführen, erhalten wir: 

(^ 4- Iz') dz 



r= 



C • (y + h 



+ {m' + ««) ^ 



worin wir den unter dem Integralzeichen stehenden Ausdruck 
folgendermaassen in eine Reihe entwickeln können: 

U'^T 7 "^^^ f '^ f etclfl?^. 

Integriren wir nun zunächst das erste Glied der Reihe von 
irgend einem kleinen negativen Werthe von z, welcher — a heis- 
sen möge, bis zu einem kleinen positiven Werthe, welcher b 
heissen möge, so erhalten wir, ähnlich wie in § 37: 

h 
dz 




- = ^9 



2 log w + log (ö + Vx^ + ö*) 



+ log(i + Vir' + Ä*) 

Wenn wir diese Gleichung durch log x dividiren, und dann x 
gleich Null werden lassen, so verschwinden die beiden letzten 
Glieder an der rechten Seite, und es kommt: 

h 

/ 1 r 



/_Lr_ifL\=_2.^. 



— a 

Was nun die übrigen Glieder der in dem Ausdrucke von V unter 
dem Integralzeichen stehenden Reihe anbetrifft, so sind diese alle 
in Bezug auf ar, / und t von höherer Ordnung, als das erste, 
und man sieht sofort, dass ihre Integrale nicht unendlich gross 

werden können, und dass somit die Producte derselben mit , 

log:r 

für 2r = verschwinden müssen. Man erhält also im Ganzen: 
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In gleicher Weise ist auch der Differentialcoefficient von V 
zu behandeln. Durch Differentiation des obigen in eine Reihe 
entwickelten Ausdruckes von V erhalten wir: 

'3 2 '3 \ 

-\- Im-TT — ^Im -z — h etc. W/. 
f ^ . / 

Die Integration des ersten unter dem Integralzeichen stehenden 
Gliedes giebt: 

b 
C xdz tffl a ^ \ 

— a 

"Wenn man diese Gleichung mit x multiplicirt und dann x gleich 
Null werden lässt, so geht sie über in: 



\ ]{x'+zyl 



— a 

Alle übrigen unter dem Integralzeichen stehenden Glieder geben, 
wenn sie integrirt und mit x multiplicirt werden, Grössen, welche 
für x = verschwinden, und man erhält daher im Ganzen: 

Da nun die ar-Axe irgend eine durch den zur Betrachtung 
ausgewählten Punct der Linie gehende, auf der Linie senkrechte 
Gerade ist, und der Punct p der Voraussetzung nach im positiven 
Arm der ar-Axe liegt, so bedeutet x den senkrechten Abstand 
dieses Punctes von der Linie, und kann daher, in Uebereinstim- 
mung mit der im vorigen § angewandten Bezeichnung, auch durch 
^ dargestellt werden, wodurch (134) und (135) übergehen in: 

(IV., IJ^-)=I..II]^-2.f. 
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Es gelten also für den in diesem § betrachteten allgemeine- 
ren Fall dieselben Gleichungen, wie die, welche im vorigen § für 
einen specielleren Fall abgeleitet und dort unter (132) und (133) 
angeführt wurden. 

§ 39. 

Characteristische Gleichungen für eine in einem 
Puncte concentrirt gedachte Menge des Agens. 

Wenn man sich eine endliche Menge des Agens in einem» 
Puncte concentrirt denkt, so ist die Form ihrer Potentialfunction 
so einfach, dass es kaum nöthig ist, darüber etwas Weiteres zu 
sagen. Indessen der Vollständigkeit wegen mögen auch für diesen 
Fall noch die Gleichungen in die Form gebracht werden, in 
welcher sie den in den bisher betrachteten Fällen gefundenen 
characteristischen Gleichungen entsprechen, damit man die Art, 
wie diese Gleichungen sich stufenweise ändern, wenn das Agens 
entweder stetig durch einen Baum verbreitet, oder in eine Fläche, 
oder in eine Linie, oder endlich in einen Punct zusammengedrängt 
ist, deutlich übersehen kann. 

Wenn sich in einem gegebenen Puncte die Menge q des 
Agens befindet, und der Abstand des betrachteten Punctes p von 
jenem gegebenen Puncte mit r bezeichnet wird, so ist die Po- 
tentialfunction: 



♦woraus folgt: 



r=*i 



dV q 

— — e 



2' 



Hieraus ergiebt sich, dass man setzen kann: 

dV 
(V.) rF=-r^ V- =H' 

Diese Gleichungen bleiben auch, wenn r gleich Null wird, unver- 
ändert gültig, und dann entsprechen sie den früher gefundenen 
characteristischen Gleichungen. 

Der XJebersichtlichkeit wegen mögen diese Gleichungen hier 
noch einmal zusammengestellt werden. Es sind die folgenden: 



§ 40. Satz von GreExV. 103 

(n.) JV——4:Tlsk 



§ 40. 
Satz von Green. 

Um noch einige weitere Eigenschaften der Potentialfanction 
entwickeln zu können, muss zunächst ein geometrischer Satz mit- 
getheilt werden, welcher von Gbeen in seiner berühmten auf die 
Potentialfunction bezüglichen Abhandlung aufgestellt ist. Die 
diesen Satz ausdrückenden Gleichungen mögen im Folgenden ab- 
geleitet werden. 

Es sei ein vollständig begrenzter Raum gegeben, dessen 
Element wir mit dr bezeichnen wollen. Ferner seien U und V 
irgend zwei Functionen der Raumcoordinaten, von welchen wir 
vorläufig annehmen wollen, dass sie selbst und ihre Differential- 
coefficienten erster und zweiter Ordnung in dem ganzen Räume 
überall endlich bleiben. Dann betrachten wir zunächst folgendes 
Integral: 

dU dV , 
civ, 



$ 



(9a? div 



worin die Integration über den ganzen gegebenen Raum auszu- 
führen ist. Dieses Integral lässt sich gemäss der Gleichung 

d U^dV\ dU dV d'V 



\ dx } 



dx y dx f dx dx dx^ 

folgendermaassen in zwei Integrale zerlegen: 

„36, ['/'/ä.^{±luPl^.-iuf-Iä 

^dx dx ^dx \ dx I J dx 



V, 
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Das erste hierin an der rechten Seite stehende Integral 
lässt sich in ein anderes umformen. Wir schreiben dazu statt 
dr das Product dxdydz und führen dann die Integration nach 
X aus. Dabei haben wir zur Bestimmung der Grenzwerthe Yon 
X diejenigen Puncte zu betrachten, in welchen eine zwei bestimm- 
ten Werthen von y und z entsprechende, der or-Axe parallele 
Gerade die Oberfläche des gegebenen Raumes durchschneidet. 
Solche Durchschnitte müssen wenigstens zwei vorkommen, es 
können aber je nach der Gestalt der Oberfläche auch vier, 
sechs etc. vorkommen. Die betreffenden Werthe von x wollen 
wir mit x^ und x^, dann weiter, wenn mehr als zwei Durchschnitte 
vorkommen, mit x^ und x^ u. s. f. bezeichnen, und durch dieselben 
Indices wollen wir auch die Werthe, welche irgend welche Func- 
tionen der Coordinaten an den betrefienden Durchschnittspuncten 
haben, characterisiren. Dann können wir schreiben: 

d i:.eV\ , . , rfr_ IrjdV 



03„ fP(.|^)......= jj[-( 



dx 



■^(^ö^)""®*^-]'^-^'^''- 



2 

Das Product dydz stellt den Querschnitt eines längs der mit 
der z-Axe parallelen Geraden gedachten unendlich schmalen 
Prismas dar. Schneidet dieses aus der Oberfläche die Flächen- 
elemente d(a^ und dw^ und, falls noch weitere Durchschnitte vor- 
kommen, die Flächenelemente dw^ und d<x)^ u. s. f. aus, so be- 
stehen für diese Flächenelemente einfache Gleichungen. Betrachten 
wir zunächst den ersten Durchschnitt, so ist dydz gleich dem 
Producte aus dm^ und dem Cosinus des Winkels der auf diesem 
Flächenelemente nach Innen zu errichteten Normale mit der x- 
Richtung. Dieser Cosinus ist aber gleich dem Differentialcoeffi- 

Ö X 

cienten >.— , und man kann daher schreiben: 

dy dz 




Für den zweiten Durchschnitt gilt eine entsprechende Gleichung, 
nur dass hier das Minuszeichen angewandt werden muss, weil 
hier die der a,'-Axe parallele Gerade, indem sie wächst, die 
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Oberfläche nicht von Aussen nach Innen, sondern von Innen 
nach Aussen durchschneidet. Es kommt also: 

dcV 



dyd, = -y^^d 



2 

Ebenso hat man, wenn noch weitere Durchschnitte vorkommen, 
zu setzen: 

da.' 



do)^ 



^ 4 

u. s. f. Demgemäss erhält man die Gleichung: 

^ 1 ^ ^2 

= ~ ( ^V~ ^~¥*"\ + 1 ^ ;3 ~ s-pwj + etc. 

L\ oj; onf \ öx onj ^ 

Denkt man sich nun für alle der ar-Axe parallelen Elementar- 
prismen, welche den Baum durchschneiden, solche Gleichungen 
gebildet, so bilden die sämmtlichen Plächenelemente, welche in 
allen diesen Gleichungen an der rechten Seite vorkommen, gerade 
die ganze Oberfläche des gegebenen Raumes. Man kann also 
schreiben; 

worin die an der rechten Seite angedeutete Integration sich auf 
die ganze Oberfläche erstrecken soll. Hierdurch geht die Glei- 
chung (137) über in: 



<- \\\!-M%)''^''>''-\'^TJ:/ 



0) 



und demgemäss die Gleichung (136) in: 

idUdV^ C^öFdcV^ Crr^'f^y 

(139) l ^r=- \U^ ^^w- \U-^>clr. 

^ox ox J ox on J ox' 
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Eine ganz entsprechende Gleichung^ wie diese für die j:-Eich- 
tung ist, lässt sich natürlich auch für die y- und z-Bichtung 
bilden, und durch Addition aller drei Gleichungen erhalten wir 
eine neue Gleichung. Um diese und andere ähnliche Gleichungen 
bequem schreiben zu können, wollen ein Summenzeichen von fol- 
gender Bedeutung einführen. Wenn ein auf die ar- Richtung be- 
züglicher Ausdruck hingeschrieben und davor das Summenzeichen 
gesetzt ist, so soll das eine Summe aus den drei auf die drei 
Coordinatenrichtungen bezüglichen Ausdrücken von derselben 
Form bedeuten, so dass man z. B. hat: 

^dUdV__dVdF dUdF dUdV 

^dcV dx dos dx dy dy dz dz ' 

Unter Anwendung dieses Summenzeichens kann man die durch 
die erwähnte Addition entstehende Gleichung folgendermaassen 
schreiben : 



C^dUdF. frr^Ö^Ö<r. frr^^'^^ 



l. 



Für die erste hieran der rechten Seite stehende Summe 
kann man einen einfacheren Ausdruck setzen. Es ist nämlich: 

öFdx dVdcV dV dy dV dz dV 
dx dn dx dn dy dn dz dn dn ' 

und für die zweite an der rechten Seite stehende Summe ist im 
Obigen schon das ZeicJien AV eingeführt. Dadurch geht die 
Gleichung (141) über in: 

Neben dieser Gleichung muss natürlich auch die folgende, durch 
blosse Vertauschung von f/und Faus ihr entstehende Gleichung 
gelten : 

und aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen ergiebt sich 
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(144) iu^dw + iujFdr = iF^d(o + lFJUdv. 

Diese drei Gleichungen (142), (143) und (144) drücken den Green- 
sehen Satz aus. 

§ 41. 
Erweiterung der vorstehenden Gleichungen. 

Bei der im vorigen § gegebenen Ableitung der den Green- 
sehen Satz ausdrückenden Gleichungen wurde vorausgesetzt, dass 
die Functionen Uund V und ihre Differentialcoefficienten erster 
und zweiter Ordnung in dem gegebenen Räume überall endlich 
seien. Die Gleichungen können aber unter Umständen auch 
gültig bleiben, wenn unendliche Werthe der Functionen und ihrer 
Differentialcoefficienten in dem Baume vorkommen, nur muss 
dann durch besondere Betrachtungen nachgewiesen werden, dass 
die in den Gleichungen vorkommenden Integrale bestimmte end- 
liche Werthe behalten. Unter den in dieser Beziehung vorkom- 
menden Fällen ist für uns der wichtigste der, wenn eine der 
Functionen die Potentialfunction eines in dem Baume befindlichen, 
nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung abstossend und 
anziehend wirkenden Agens enthält, und über die Vertheilung 
dieses Agens keine beschränkende Bedingung gemacht ist, so 
dass auch Anhäufungen endlicher Mengen in Flächen, Linien 
und Puncten vorkommen können. 

Es möge gleich der äusserste Fall, nämlich die Anhäufung 
einer endlichen Menge des Agens in einem Puncte angenommen 
werden. Es sei also ein in dem gegebenen Baume gelegener 
Punct p mit den Coordinaten x, y\ z gegeben, welcher die Menge 
q des Agens enthalte, und indem wir annehmen, dass V nur die 
Potentialfunction dieses Agens sei, wollen wir setzen: 

(145) V=e^, 

r 

worin r den Abstand irgend eines Punctes p mit den Coordinaten 
jT, y, z vom Puncte p bedeutet, so dass man hat: 

(146) r=V {w - ccj +{y- yj + (z - z')\ 
woraus folgt: 
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1 



d 

r OD -— X 



3 



dx r 

dx^ " r^'^ r' • 

In diesem Falle erhält man bei unendlicher Annäherung an den 
Punct p' für die Function V und ihre ersten und zweiten Ab- 
leitungen unendlich grosse Werthe von erster, zweiter und dritter 
Ordnung, und es fragt sich, wie unter diesen Umständen die in 
(142), (143) und (144) vorkommenden Integrale sich verhalten. 

Die Integrale, welche nur die Function V selbst oder ihre 
ersten Ableitungen enthalten, lassen sich kurz abmachen. Für 
diese genügt es, Polarcoordinaten um den Punct p einzufuhren, 
um zu bewirken, dass unter den Integralzeichen Alles endlich 
bleibt, wodurch es selbstverständlich wird, dass auch die Integrale 
bestimmte endliche Werthe haben. 

Es handelt sich also nur noch um das Integral 



$ 



UJFdv. 



Dieses lässt sich nach Einsetzung des in (145) gegebenen Werthes 
von V so schreiben: 






und hiervon wollen wir zunächst nur den Theil 






betrachten. Gemäss Gleichung (146) ist: 



r r 



dx" dx^ 
und man kann daher setzen: 
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eg]ü 

Da nun die Function U von den Coordinaten x, y, z des Punctes 
p unabhängig ist, so kann man die vorige Gleichung auch so 
schreiben : 

und da ferner das Raumelement sich durch das Product dx dy dz 
ersetzen lässt und somit die Integration nach Grössen auszuführen 
ist, welche ebenfalls von ar', y , / unabhängig sind, so kann man 
die Diiferentiation auch ausserhalb des Integralzeichens andeuten 
und somit schreiben: 




Denkt man sich nun die entsprechenden Gleichungen auch 
für die beiden anderen Coordinatenrichtungen gebildet und alle 
drei Gleichungen addirt, so kommt: 

(.47) \^UJVi. = .j \^^^ + ^, + ^^)\y<l. 

Die hierin an der rechten Seite stehende Grösse können wir 
nun nach der in § 16 angeführten und in den darauf folgenden 
§§ bewiesenen Gleichung (II.) leicht bestimihen. Indem wir dort 
die Potentialfunction eines durch einen Raum stetig verbreiteten 
Agens durch den Ausdruck 



$^ 



d 



bestimmt hatten, worin k! eine Function der Coordinaten x, y, z 
des Raumelementes rfr, nämlich die beim Puncte {x\ y\ z) statt- 
findende Dichtigkeit bedeutete, haben wir die Gleichung 



Jirfr)=-4;. 



tk 
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bewiesen, welche wir unter Forthebung von e so schreiben können: 

Hierin bedeutet k die Dichtigkeit am Puncte {x^ y, z), Natürlicli 
kann man unter gegenseitiger Vertauschung von x, y, z und x\ 
y\ z auch ebensogut schreiben: 

und wenn man hierin U&n die Stelle vonA setzt, so erhält man: 






Hierdurch geht (147) über in: 



r 



{149) 



{uJFdT=-ineqU\ 



worin U' den Werth der Function U an dem Puncte p, w^o die 
Menge q des Agens sich befindet, bedeutet. 

Den so gewonnenen Ausdruck wollen wir nun vergleichen 
mit demjenigen, welchen man erhalten würde, wenn das Agens, 
von welchem V die Potentialfunction ist, nicht in einem Puncte 
concentrirt, sondern stetig durch den Baum verbreitet wäre. 
Dann könnte man gemäss Gleichung (II.) /jV durch —47tek 
ersetzen, und zugleich könnte man für das Product kdr, welches 
die in dem Raumelemente dr enthaltene Menge des Agens dar- 
stellt, dq schreiben. Dadurch würde man erhalten: 



iujFdT=^-i7ie iudq. 



Diese Gleichung stimmt mit (149) in der Weise tiberein, dass sie 
•die allgemeinere Form hat, und (149) als speciellen Fall umfasst. 
Wendet man sie nämlich auf eine im Puncte p ;concentrirte 
Menge des Agens an, so hat für alle Elemente dq dieses Agens 
die Function U einen und denselben Werth U' und sman kann 
-daher setzen: 
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iudq= U'idq= U'g, 



wodurch die vorige Gleichung in (149) übergeht. 

Da nun für die beiden extremen Fälle, wo das Agens stetig 
durch den Baum verbreitet, und wo es in einem Puncte con- 
centrirt ist, eine und dieselbe Gleichung gilt, so kann man es 
als selbstverständlich betrachten, dass diese Gleichung auch für 
die Fälle, wo das Agens auf Linien und Flächen zusammen- 
gedrängt ist, gültig bleibt In der That braucht man sich in 
diesen Fällen nur die auf den einzelnen Linien- oder Flächen- 
elementen befindlichen unendlich kleinen Mengen des Agens in 
Puncten concentrirt zu denken, um sofort wieder zu derselben 
Gleichung zu gelangen. Man kann daher die Gleichung 

(150) {ujFdT=-4:neiudq 

für jede Vertheilung des Agens als gültig betrachten, mag es 
stetig durch den Eaum verbreitet oder auf Flächen, Linien oder 
Puncte zusammengedrängt sein. 

Nachdem wir gesehen haben, wie das Integral I UJ V dt sich 

gestaltet, wenn V die Potentialfunction eines in dem gegebenen 
Räume befindlichen Agens ist, wollen wir annehmen, V sei von 
der allgemeineren Gestalt 

(151) r=v + Mj, 

worin das letzte Glied an der rechten Seite die genannte Poten- 
tialfunction ist, und V irgend eine andere Function darstellt, 
welche aber die Bedingung erfüllt, dass sie und ihre ersten 
und zweiten Ableitungen an keiner Stelle des gegebe- 
nen Raumes unendlich gross werden. Sollte z. B. V die 
Potentialfunction von Agens, welches sich ausserhalb des ge- 
gebenen Baumes befindet, enthalten, so würde diese in v mit 
einzubegreifen sein. Die Potentialfunction von Agens, welches 
sich innerhalb des gegebenen Raumes befindet, erfüllt in dem 
Falle, wo das Agens stetig durch den Raum verbreitet ist, auch 
noch die für v gestellten Bedingungen, und eine solche Potential- 
function kann daher, sofern sie in V vorkommt, nach Belieben 
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in V oder in das letzte Glied einbegriffen werden. Ist dagegen 
von dem innerhalb des Raumes befindlichen Agens ein Theil auf 
Flächen ; Linien und Puncte zusammengedrängt, so muss dessen 
Potentialfunction durch das letzte Glied dargestellt werden. In- 
dem wir nun für V diese allgemeinere in (151) gegebene Form 
annehmen, haben wir statt (150) zu setzen: 



(152) 



yJ/IVdT = i UJ vdr-inti Vdq, 



Alles, was im Vorstehenden über die Function V gesagt ist, 
lässt sich auch auf die Function XJ anwenden. Denken wir uns, 
U enthalte die Potentialfunction von Agens, welches sich inner- 
halb des gegebenen Raumes befinde und ganz oder zum Theil 
auf Flächen, Linien oder Puncte zusammengedrängt sei, und 
dessen Element zum Unterschiede von dem bei der Betrachtung 
von V angenommenen Agens mit d(\ bezeichnet werden möge, 
und ausserdem sei in U eine Function u enthalten > welche 
die Bedingung erfüllt, dass sie und ihre ersten und zweiten Ab- 
leitungen in dem gegebenen Räume nirgends unendlich gross 
werden, und schreiben wir demgemäss ü in der allgemeineren 
Form: 

(153) C'=„ + 4^, 
SO erhalten wir: 

(154) \vATJdT^\vjudT--^,n^ (r^q. 

Es können auch beide Functionen U und V gleichzeitig die 
in (151) und (153) gegebenen allgemeineren Formen haben; nur • 
wollen wir in diesem Falle annehmen, dass die Puncte des ge- 
gebenen Raumes, in welchen sie unendlich oder unstetig werden, 
nicht gerade zusammenfallen. Setzen wir dann in die am Schlüsse 
des vorigen § angeführten Gleichungen die unter (152) und (154) 
gegebenen Ausdrücke ein, so kommt: 

(155) {^^^^-^dr = -iu^dw - ( UJvdr + AnÄudq. 
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(157) lu^dw + iuJvdv-^Tieiudq 



\ ^f^^<" + i^^^iidT-^nA Fdq. 



= \V 



Die Grösse e, deren Einführung in diese Gleichungen nur 
den Zweck hatte, dem letzten Gliede der in (151) und (153) ge- 
gebenen Ausdrücke von V und U ganz die von uns für die Po- 
tentialfunction angewandte Form zu geben, kann, wenn es der 
Einfachheit wegen zweckmässig scheint, gleich 1 gesetzt werden. 
Damit dann jenes Glied doch noch die Form einer Potential- 
function behalte, braucht man nur anzunehmen, die Einheit, nach 
welcher das Agens gemessen wird, sei so gewählt, dass zwei Ein- 
heiten des Agens in der Einheit der Entfernung die Einheit der 
Kraft auf einander ausüben. 

§ 42. 

Satz über den nach der Normale einer geschlossenen 
Fläche genommenen Differentialcoefficienten der 

Potentialfunction. 

Indem wir nun zu Anwendungen der vorstehenden Gleichun- 
gen schreiten, wollen wir zunächst für die Grösse U die einfachste 
Annahme machen, dass sie constant und zwar gleich 1 sei. Dann ist: 

: ^_£^0; ^=0; ^-^=0 
dx ^ dy ' dz * 

und die Gleichung (155) geht somit für diesen Fall über in: 



= 0. 



(158) i^^^+ iJvdv — iTiiiXdq 

Ferner wollen wir uns denken, V sei die Potentialfunction eines 
irgend wie, theils innerhalb, theils ausserhalb des gegebenen 
Raumes vertheilten Agens. Indem wir dann Fin der unter (151) 
gegeben Form schreiben, nämlich: 

dq 



T^=V + 6 



\ 



wollen wir unter v die Potentialfunction des ausserhalb des ge- 
gebenen Eaumes befindlichen Agens verstehen, während die 
Potentialfunction alles innerhalb des Baumes befindlichen Agens 

Claasiag, Potentialfimction usw. 3 AulL 8 
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durch das letzte Glied dargestellt werden soll. Unter diesen 
Umständen ist in dem gegebenen Räume überall Jv=^0, und 

das Integral l dq stellt die ganze in dem gegebenen Eaume ent- 
haltene Menge des Agens dar, welche wir mit Q bezeichnen 
wollen. Dadurch geht die Gleichung (158) über in: 

CdF 
(159) \^— fl?ai = 47r€Ö. 

Diese Gleichung ist der Ausdruck einer sehr einfachen Beziehung 
zwischen dem nach der Normale einer geschlossenen Fläche ge- 
nommenen Diflferentialcoefficienten der Potentialfunction, für des- 
sen negativen Werth man auch die Normalkraft setzen kann, 
und der von der Fläche eingeschlossenen Menge des Agens. 
Sollte auf der Fläche selbst eine endliche Menge des Agens 

dV 
befindlich sein, so würde der DiflFerentialcoefficient -^r- für zwei 

einander, unendlich nahe liegende Puncto ausserhalb und inner- 
halb der Fläche verschiedene Werthe haben, und man könnte 
alsdann in der vorstehenden Gleichung sowohl den äusseren, als 
auch den inneren Differentialcoefficienten in Anwendung bringen. 
Im erster en Falle würde die auf der Fläche befindliche Menge 
des Agens in Q mit einbegriffen sein, im letzteren Falle nicht. 

§ 43. 

Bestimmung der Potentialfunction eines durch eine 

Fläche von dem betreffenden Räume getrennten Agens. 

Es sei eine geschlossene Fläche gegeben und entweder ausser- 
halb derselben Agens in beliebiger Vertheilung vorhanden, für 
welches die innere Potentialfunction bestimmt werden soll, oder 
innerhalb Agens vorhanden, für welches die äussere Potential- 
function bestimmt werden soll. Auf der Fläche selbst kann sich 
in beiden Fällen ebenfalls eine endliche Menge des Agens be- 
finden. 

Es möge nun zuerst der Fall zur Betrachtung ausgewählt 
werden, wo das Agens sich ausserhalb der Fläche befindet, und 
die Potentialfunction in dem von ihr eingeschlossenen Räume 
bestimmt werden soll. 

Wir nehmen dann diese Potentialfunction als die ii;i der 
Gleichung (157) enthaltene Function F. Pann fällt in dem unter 
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(151) gegebenen allgemeinen Ausdrucke von V das Integral mit 
dq fort, so dass V und v gleichbedeutend werden. Zugleich gilt 
für den ganzen von der Fläche eingeschlossenen Kaum die Glei- 
chung JV^O. Demnach geht die Gleichung (157) über in: 

(160) C Uy^dü) = i V^dM + t VJudT - 47rfc f Trfq. 

Ferner möge, um den Werth von V für irgend einen in 
diesem Eaume gelegenen Punct p mit den Coordinaten x\ y\ z 
zu bestimmen, gesetzt werden: 

£/ = ! 

r 

worin r den Abstand des Punctes (x, y, z), auf welchen U sich 
bezieht, von jenem Puncte p bedeutet. Aus der Vergleichung 
dieses Ausdruckes von U mit dem unter (153) gegebenen all- 
gemeinen Ausdrucke ergiebt sich, dass man u = setzen und das 

Integral mit d<\ auf eine im Puncte p concentrirte Menge — 

c 

von Agens beziehen muss. Demnach fällt in der obigen Glei- 
chung (160) das vorletzte Glied fort, und im letzten ist zu setzen: 



{vd^= rXd^^r 



worin V* den Werth von V im Puncte p bedeutet. Die Glei- 
chung lautet dann also: 

1 



d 
dn 



{— ^-^dii) = i v-^dw - 471 r, 

) r on J 





woraus folgt: 

(161) r = 

Mittelst dieser Gleichung kann man, wenn in allen Puncten der 
gegebenen Fläche der Werth der Potentialfunction und ihres 
nach der Normale genommenen Diflferentialcoefficienten bekannt 
ist, auch für jeden Punct des von der Fläche eingeschlossenen 
Raumes den Werth der Potentialfunction berechnen, ohne dass 
man dazu die Yertheilung des Agens zu kennen braucht. 

8* 
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Es möge nun der andere Fall betrachtet werden, wo das 
Agens Yon der Fläche eingeschlossen ist, und die Potential- 
function in dem äusseren Räume bestimmt werden soll. Damit 
dieser äussere Eaum allseitig begrenzt sei, wie es zur Anwendung 
unserer Gleichungen nöthig ist, denken wir uns um irgend einen 
im Endlichen liegenden Punct, z. B. um den Anfangspunct der 
Coordinaten, eine Kugelfläche mit dem unendlich grossen Radius 
R geschlagen, und betrachten nun den zwischen der gegebenen 
Fläche und der unendlich grossen Kugelfläche liegenden Raum 
als denjenigen, innerhalb dessen die Potentialfunction bestimmt 
werden soll. 

Dann können wir ebenso verfahren, wie vorher. Wir neh- 
men die Potentialfunction als die in den Gleichungen vorkommende 
Function V, und um den Werth derselben fiir irgend einen Punct 
p zu bestimmen, bezeichnen wir den Abstand des Punctes (.r, y, z) 

von jenem Puncte mit r und setzen dann Z7=: — . Dadurch er- 

r 

halten wir zur Berechnung von V wieder die Gleichung (161), 
bei deren Behandlung wir aber einige besondere Umstände be- 
rücksichtigen müssen. Erstens ist bei der Bildung der nach der 
Normale genommenen Differentialcoefficienten jetzt die Seite der 
Normale, welche von der gegebenen geschlossenen Fläche nach 
Aussen geht, als positiv zu rechnen, weil diese für den betrachte- 
ten Räume nach Innen geht. Auch ist, wenn auf der Fläche 

dV 
selbst sich eine endliche Menge des Agens befindet, unter -^- 

OTl 

jetzt der äussere Differentialcoefficient zu verstehen. Ferner 
muss das Flächenintegral sich jetzt nicht blos auf die gegebene 
Fläche, sondern auch auf die unendlich grosse Kugelfläche er- 
strecken. 

Dieser letztere Umstand bringt aber keinen Unterschied in 
dem Werthe des Integrals hervor. Da nämlich der Radius R 
unendlich gross sein soll, so können gegen ihn alle endlichen 
Entfernungen vernachlässigt werden. Demnach kann man für 

einen auf der Kugelfläche gelegenen Punct für — und V die 

r 

Werthe setzen, welche man erhalten würde, wenn der Punct p 

und das ganze von der gegebenen Fläche eingeschlossene Agensy 

dessen Menge wir mit Q bezeichnen wollen, sich im Mittelpuncte 

der Kugelfläche befände, nämlich: 



% 44. Andere Bestimmungsart der Fotentialfanction. 117 

- = ^undF=s|, 

nnd entsprechend erhält man für die Differentialcoefficienten, 
wenn man zugleich berücksichtigt, dass die Normale die Rich- 
tung des nach Innen gehenden Radius hat: 

r 1 ^ dV Q 
und — - = e ^ 



dn B^ dn B^' 

Ferner können wir das Plächenelement der Kugelfläche anders 
ausdrücken, indem wir das Element da des körperlichen Winkels 
am Mittelpuncte einführen und dann setzen dm^R^da, Durch 
Einsetzung dieser Werthe geht das in (161) vorkommende Inte- 
gral, soweit es sich auf die Kugelfläche bezieht, über in: 

j(.|i-i.|)^.,=.j(l-IK 

Hierin ist jedes der beiden in der Klammer stehenden Glieder 
unendlich klein, und das Integral würde daher schon aus diesem 
Grunde verschwinden, selbst wenn auch nicht noch der andere 
Grund hinzukäme, dass die beiden Glieder sich gegenseitig auf- 
heben. Demnach können wir bei der Ausführung der in (161) an- 
gedeuteten Integration von der Kugelfläche absehen, und brauchen, 
wie im vorigen Falle, nur die gegebene Fläche zu berücksichtigen. 

§ 44. 

Betrachtung des Falles, wo nur die Potentialfunction 

selbst in der Fläche gegeben ist. 

Es sei wiederum, wie im, vorigen §, eine geschlossene Fläche 
gegeben, und angenommen, dass sich entweder ausserhalb oder 
innerhalb derselben Agens in beliebiger Yertheilung befinde. Es 
möge aber jetzt nicht der Werth der Potentialfunction und ihres 
nach der Normale genommenen Differentialcoefficienten, sondern 
nur der Werth der Potentialfunction selbst für jeden Punct der 
Fläche gegeben sein. Es fragt sich, was sich in diesem Falle 
über die im resp. inneren oder äusseren Raum geltenden Werthe 
der Potentialfunction schliessen lässt. 

Zu dieser Betrachtung wollen wir die im vorigen § für ü 
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angenommene Form — noch durch Hinzufügung eines zweiten 
Gliedes vervollständigen, indem wir setzen u 

(162) ?7=« + — , 

r 

worin u eine Function der Coordinaten bedeutet, welche folgende 
Eigenschaften haben soll. In der gegebenen Fläche soll u über- 
all den Werth haben. In dem ganzen betrachteten resp. 

r 

inneren oder äusseren Eaume soll überall die Gleichung Ju = 

gelten. Endlich soll bei der Betrachtung des äusseren Baumes 

noch die Bedingung gestellt werden, dass in unendlichen Ent- 

Öu 
fernungen die Producte Ru und R^-^^, worin R den Abstand 

des betrachteten unendlich entfernten Punctes von einem im End- 
lichen gelegenen Puncte, z. B. dem Anfangspuncte der Coordi- 
naten, bedeutet, nicht unendlich gross werden. 

Indem man diese Form von U auf die Gleichung (160) an- 
wendet, und im Uebrigen so verfährt, wie im vorigen §, erhält 
man statt der Gleichung (161) die folgende: 





— UH — ]^- 
on V r I on 

worin auch vom ersten Differentialcoefficienten nach n das von 

dV 

^— schon oben Gesagte gilt, dass er an der nach dem betrach- 
teten Baume hin liegenden Seite der Fläche zu nehmen ist, und 
worin die Integration wieder nur über die gegebene Fläche aus- 
geführt zu werden braucht, weil für die unendlich grosse Kugel- 
fläcbe, nach Ersetzung von d(ü durch R^do, in beiden unter dem 
Integralzeichen befindlichen Gliedern der Factor von da unendlich 
klein wird. Da nun aber nach unserer Voraussetzung in allen Punc- 

ten dieser Fläche die Summe w H — den Werth Null hat, so fällt das 

r 

zweite unter dem Integralzeichen stehende Glied fort, und es bleibt: 




(163) r^ r ]V-^-j-^dco. 

an 



(-^) 
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Mit Hülfe dieser Gleichung würde man, wenn die Function 
u bekannt wäre, aus den Werthen, welche V in der gegebenen 
Fläche hat, auch für jeden Punct des resp. inneren oder äusseren 
Baumes den Werth von V berechnen können. Ist die Function 
u nicht bekannt, lässt sich aber nachweisen, dass es stets eine 
und auch nur Eine Function m giebt, welche den obigen 
Bedingungen genügt, so kann man aus der Gleichung zwar 
nicht ohne Weiteres die Werthe von V berechnen, aber man 
kann aus ihr schliessen, dass sie vollkommen bestimmt sind, und 
man erhält dann also folgenden wichtigen Satz: durch die 
Werthe, welche die Potentialfunction in der gegebe- 
nen Fläche hat, sind auch die Werthe der Potential- 
funtion in allen Puncten des resp. inneren oder äusse- 
ren Baumes vollständig bestimmt. 

Befindet sich das Agens nur auf der Fläche selbst, so gilt 
der vorstehende Satz für den inneren und äusseren Baum gleich- 
zeitig, und man kann ihn dann so aussprechen: wenn für ein 
auf einer geschlossenen Fläche befindliches Agens die 
Potentialfunction auf der Fläche selbst gegeben ist, 
so ist sie dadurch auch im ganzen inneren und äusse- 
ren Baume bestimmt. 

Ferner ist für den Fall, wo es sich um die Potentialfunction 
in dem äusseren Baume handelt, noch zu bemerken, dass statt 
Einer geschlossenen Fläche, welche Agens umgiebt, auch deren 
mehrere gegeben sein können, was aber als so selbstverständlich 
anzusehen ist, dass es nicht nöthig sein wird, darauf noch ferner 
besonders hinzuweisen. 

Es kommt nun darauf an, den oben erwähnten Nachweis von 
der eindeutigen Existenz der Function u zu führen. 

§ 45. 
Geeen's Nachweis von der Existenz der Function u, 

Gbeen, welcher die Function u zuerst eingeführt hat, stellt, 
um sich von ihrer Existenz zu überzeugen, eine eigenthümliche, 
auf die Electricität bezügliche Betrachtung an. 

Man nehme an, die gegebene Fläche sei für Electricität voll- 
kommen leitend, und stehe mit der Erde in leitender Verbin- 
dung, was man sich durch einen unendlich dünnen Draht bewirkt 
denken kann. Ferner nehme man an, im Puncte p sei die Menge 
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— von positiver Electricität concentrirt. Diese Electricität wird 

durch Influenz bewirken, dass positive Electricität von der Flache 
in die Erde abströmt, und die Fläche eine negative Ladung an- 
nimmt, welche sich so über dieselbe vertheilen muss, dass die 
gesanunte Potentialfunction der in p und der auf der Fläche be- 
findlichen Electricität auf der ganzen Fläche constant ist, und 
zwar, wie in der Erde, den Werth Null hat. Verstehen wir nun 
unter u die Potentialfunction der auf der Fläche befindlichen 
Electricität für sich allein, und bedenken, dass die Potential- 
function der in jl befindlichen Electricitätsmenge durch — dar-. 

gestellt wird,^ so erhalten wir für alle Puncte der Fläche die 
Gleichung: 

?/ + - = 0. 

T 

Dadurch ist die erste Bedingung, dass u in der Fläche überall 

den Werth haben soll, erfüllt. Ferner sieht man sofort, 

r 

dass die so bestimmte Function u sowohl für den inneren als 

auch für den äusseren Baum der Bedingung Au ^ ^ genügt, 

und dass in unendlichen Entfernungen weder Ru noch B^^^ 

all 

unendlich gross werden. 

Giebt man es also als sicher zu, dass unter den genannten 
Umständen immer ein vollkommen bestimmter Gleichgewichts- 
zustand der Electricität auf der Fläche entstehen muss, so ist 
damit auch die Existenz einer bestimmten Function u, welche 
allen gestellten Bedingungen genügt, bewiesen. Es ist sogar für 
weitere Schlüsse bequem, dass die Function u auf diese Weise 
eine so einfache physicalische Bedeutung gewonnen hat. Aber 
als ein streng mathematischer Beweis dafür, dass immer eine und 
nur Eine Function existirt, welche den Bedingungen entspricht, 
kann diese GBEEN'sche Betrachtung nicht wohl gelten. 

Es ist daher dieser Gegenstand später noch von Gauss und 
Lbjeune-Dibichlet behandelt und vom Letzteren in einer Weise 
zum Abschluss gebracht, welche im folgenden § nach den neuer- 
lichst von Gbdtbe herausgegebenen DiBiCHLET'schen Vorlesungen 
mitgetheilt werden möge. 
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§ 46. 

Beweis einer Verallgemeinerung des vorstehenden 

Satzes von Dibichlet. 

DiBiCHLET hat dem Satze folgende allgemeinere Form ge- 
geben. 

Es giebt für einen beliebigen begrenzten Raum 
immer eine und nur Eine Function u von or, y, r, die 
selbst und deren Differentialcoefficienten erster Ord- 
nung stetig sind, die innerhalb jenes ganzen Raumes 
die Gleichung Ju = erfüllt, und die endlich in je- 
dem Puncte der Oberfläche einen vorgeschriebenen 
Werth hat. 

Diesen erweiterten Satz nennt man jetzt häufig das Dibich- 
let' sehe Princip, indessen darf dabei der Antheil, welchen 
Gauss und besonders Gbeen an der Aufstellung desselben gehabt 
haben, nicht ausser Acht gelassen werden. 

Der von Dibichlet geführte Beweis ist folgender. 

Man nehme zuerst eine allgemeinere Function U an, welche 
von den drei oben gestellten Bedingungen nur den beiden zu 
genügen braucht, dass sie und ihre Differentialcoefficienten erster 
Ordnung stetig sind, und dass sie in jedem Puncte der Ober- 
fläche den vorgeschriebenen Werth hat, und bilde mit dieser 
Function folgende Grösse: 

Da es nun offenbar unendlich viele Functionen U geben muss, 
welche den beiden genannten Bedingungen .genügen, so wird man 
unter Anwendung^ derselben auch für W unendUch viele Werthe 
erhalten. Alle diese Werthe müssen positiv sein, da der unter 
dem Integralzeichen befindliche Ausdruck wesentlich positiv ist. 
Demnach inuss für irgend eine der Functionen ü die Grösse JV 
ein Minimum werden, und diese specielle Function, welche ausser 
den oben genannten Bedingungen noch der Bedingung genügt, dass 
sie Wzwm Minimum macht, möge mit u bezeichnet werden: Es lässt 
sich nun beweisen, dass diese Function die Gleichung ^m = erfüllt. 
Wir können nämlich zwischen der speciellen Function u und 
irgend einer anderen der unendlich vielen Functionen U folgende 
Gleichung bilden: 
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U= u + As, 

worin A eine beliebige Constante ist und s eine Function bedeu- 
tet, welche den beiden Bedingungen zu genügen hat, dass sie 
und ihre Differentialcoefficienten erster Ordnung stetig sind, und 
dass sie in allen Puncten der Oberfläche den Werth Null hat. 
Aus der vorigen Gleichung ergiebt sich: 

dU _du ds 

dcV dx d,v 

dU du ^ jds 
dy dy dy 

dU du ds 

Durch Quadrirung und Addition dieser Gleichungen und nach- 
herige Integration erhalten wir, wenn wir zur Abkürzung wieder 
das in § 40 eingeführte Summenzeichen anwenden: 

Da nun nach der Bedingung, dass u diejenige der Functionen TJ 
sein soll, für welche W das Minimum wird, die Differenz 



$2(0--J2e)"- 



nicht negativ sein kann, so kann nach der vorstehenden Gleichung 
auch die Summe 

nicht negativ sein. Diese Bedingung aber kann für beliebige 
Werthe von h nur dadurch erfüllt sein, dass 

denn, wenn dieses Integral einen angebbaren Werth hätte, so 
könnte man das Vorzeichen und die Grösse von h so wählen, 
dass das erste Glied der vorstehenden Summe negativ und dem 
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absoluten Werthe nach grösser als das zweite Glied wäre, wo- 
durch die ganze Summe negativ werden würde. 

Nun lässt sich nach dem GBEEN'schen Satze für die Func- 
tionen u und s folgende Gleichung bilden: 

(165a) {^^^—dT = - (*|^ dm - [aJudr. 

Das hierin an der linken Seite stehende Integral ist dem oben 
gesagten nach gleich Null. Ferner ist auch das erste an der 
rechten Seite stehende Integral gleich Null, weil s an der Ober- 
fläche überall den Werth Null hat. Demnach geht die Gleichung 
über in 



i 



(166) \sJudv = 0, 

Da nun s im Innern des gegebenen Raumes eine beliebige, nur 
an die Bedingung der Stetigkeit gebundene Function ist, so kann 
diese Gleichung nur dadurch allgemein erfüllt werden, dass Ju 
überall in dem Kaume gleich Null ist, denn, wenn dieses nicht 
der Fall wäre, so könnte man s so annehmen, dass es überall 
mit Ju gleiches Vorzeichen hätte, so dass das Product sju über- 
all positiv wäre und das Integral daher nicht Null werden könnte. 
Demnach genügt die specielle Function u, welche W zum 
Minimum macht, neben den beiden für die allgemeine Function 
U gestellten Bedingungen auch noch der dritten, dass /du = 0, 
und da es, wie schon gesagt, unter den Functionen U immer 
eine geben muss, welche fV zum Minimum macht, so muss 
es auch immer eine Function geben, welche den drei in dem 
Satze gestellten Bedingungen genügt. 

Es bleibt nun noch zu beweisen, dass es nur Eine solche 
Function giebt. 

Zunächst ist durch eine Umkehrung der vorigen Betrach- 
tungen leicht ersichtlich, dass jede Function Z7, welche die Be- 
dingung /JÜ^O erfüllen würde, auch ^ zu einem Minimum 
machen müsste, und es braucht also nur noch bewiesen zu wer- 
den, dass ausser jener bestimmten Function u keine andere der 
Functionen ü die Grösse W zu einem Minimum macht. 

Angenommen nun, es gebe ausser u noch eine zweite Function 
u + 8^ welche Wzu einem Minimum mache, so wollen wir andere 
Functionen i7, welche von u + s nur wenig abweichen, durch 
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u + hs darstellen, worin h eine Constante sein soll, die sich nur 
wenig von 1 unterscheidet. Es würde dann die DiflFerenz 

nicht negativ werden dürfen. 

Indem wir nun, wie oben, die DiflFerentialcoefficienten der 
Summen in die betreffenden Summen von Differentialcoefficienten 
zerlegen, und dabei die Grleichung (165), welche für jede Function 
^ gelten muss, berücksichtigen, erhalten wir: 

und die vorige Differenz, welche nicht negativ sein darf, geht 
daher über in: 



'^'-«biS'"'- 



Da nun h^ eben so wohl kleiner, wie grösser als 1 sein kann, 
so kann der Factor ä^ — 1 negativ werden, und somit muss, wenn 
das Product nicht negativ werden soll, der andere Factor Null 
sein, und wir erhalten daher, wenn wir die angedeutete Summe 
jetzt vollständig ausschreiben: 

<-" J[(l:)'+g+(f ]--• 

Diese Gleichung kann nur dadurch erfüllt sein, dass für den 
ganzen Baum ist: 

^ = 0- -^* = 0- ^ = 

iv oy dz 

und demgemäss muss s constant sein. Da ferner an der Ober- 
fläche, gemäss den für die Function s gestellten Bedingungen, 
^ = sein muss, so kann s auch im Innern nur den Werth Null 
haben, und die Function u + s ist daher mit u identisch. Folg- 
lich ist u die einzige Function, welche fV zu einem Minimum 
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macht und demgemäss den drei in dem Satze gestellten Bedin- 
gungen genügt. 

Nachdem Dieichlet den vorstehend mitgetheilten Beweis 
für den allgemeineren Fall, wo die Function u an jedem Puncte 
der Oberfläche irgend einen vorgeschriebenen Werth haben soll, 
geführt hat, kann man ihn natürlich auch auf den specielleren 

Fall, wo die Function den bestimmten Werth haben solL 

r ^ 

anwenden. Auch für den Fall, wo der äussere Raum betrachtet 
wird, und wo also zu der gegebenen Fläche noch die unendlich 
grosse Kugelfläche hinzukommt, reichen die für die ÖREEN'sche 
Function und ihre Ableitung nach R in Bezug auf unendliche Ent- 
fernungen gestellten Bedingungen aus, um das Flächenintegral in 
(165a) zum Verschwinden zu bringen und so den DiRiCHLET^scheu 
Beweis anwendbar zu machen. Man kann somit die eindeutige 
Existenz der GEEEN'schen Function als streng mathematisch be- 
wiesen ansehen, und damit ist die Voraussetzung, auf welche die 
am Ende des § 44 gezogenen Schlüsse sich stützen, erfüllt. 

§ 47. 

Flächenbelegung, deren Potentialfunction in der 
Fläche selbst vorgeschriebene Werthe hat. 

Für eine geschlossene Fläche giebt es stets eine und 
nur Eine Vertheilung von Agens auf der Fläche selbst,^^ 
deren Potentialfunction in jedem Puncte der Fläche 
einen vorgeschriebenen Werth hat. 

In § 44 haben wir gesehen, dass für den Fall, wo das Agens 
sich nur auf der Fläche befindet, durch die in der Fläche gel- 
tenden Werthe der Potentialfunction, auch die Potentialfunction 
im inneren und äusseren Räume vollkommen bestimmt ist. Ist 
aber die Potentialfunction in beiden Räumen bestimmt, so sind 
es auch ihre innerhalb und ausserhalb der Fläche nach der 
Normale genommenen Differentialcoefficienten. Bezeichnen wir 
nun, indem wir die Normale nach einer bestimmten Seite, z. B. 
nach Aussen hin, als positiv rechnen, den äusseren Differential- 
coefficienten dicht an der Fläche mit \-^^—\ und den inneren 

Differentialcoefficienten dicht an der Fläche mit f -^ j , so gilt 
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für die Fiächendichtigkeit h die in § 33 unter (III.) gegebene 
Gleichung, welche wir in folgender Form schreiben können: 



// = - 



471« 



\dn),^ \dn) } 



+ ' — 



Somit ist die Flächendichtigkeit, welche der gestellten Bedingung 
genügt, vollständig bestimmt, und dadurch der Satz bewiesen. 

Natürlich kann dieser Satz, welcher im Vorigen nur für 
Eine geschlossene Fläche ausgesprochen ist, auch sofort auf be- 
liebig viele geschlossene Flächen ausgedehnt werden. 



§ 48. 

Ersetzung des durch einen Raum verbreiteten Agens 
durch Agens, welches sich nur auf der Grenzfläche des 

Baumes befindet. 

Es sei eine Quantität Agens gegeben, welche durch den von 
einer geschlossenen Fläche umgrenzten Baum beliebig verbreitet 
ist, und sich auch zum Theil auf der Oberfläche befinden kann. 
Dann giebt es stets eine und nur Eine Vertheilung von 
Agens auf der Fläche allein, welche im ganzen äusse- 
ren Baume dieselbe Potentialfunction hat, wie das ge- 
gebene Agens. Ebenso giebt es in dem Falle, wo das Agens 
sich ausserhalb der Fläche befindet, eine und nur Eine Ver- 
theilung auf der Fläche allein, welche im ganzen inne- 
ren Baume dieselbe Potentialfunction hat, wie das 
gegebene Agens. 

Da es nach dem vorigen § immer eine und nur Eine Ver- 
theilung von Agens auf der Fläche giebt, deren Potentialfanction 
in jedem Puncte der Fläche einen vorgeschriebenen Werth hat, 
so muss es auch eine und nur Eine Vertheilung auf der Fläche 
geben, deren Potentialfunction in allen Puncten der Fläche gleich 
der Potentialfunction des gegebenen Agens ist. Wenn aber die 
beiden Potentialfunctionen an der Fläche überall einander gleich 
sind, so müssen sie auch in dem ganzen resp. äusseren oder 
inneren Baume einander gleich sein. 



^(^ 
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§ 49. 

Bestimmung einer Function V, welche die Gleichung 

jr= -47i€k erfüllt. 

Im Obigen wurde als eine der wichtigsten Eigenschaften der 
Potentialfunction die für sie stattfindende Gültigkeit der partiel- 
len Differentialgleichung JV^—inek bewiesen, worin k die 
Dichtigkeit des betreffenden Agens bedeutet, welche natürlich 
für die Stellen, wo sich kein Agens befindet, gleich Null zu setzen 
ist. Es möge nun noch eine umgekehrte Betrachtung angestellt 
werden. 

Es werde nämlich für irgend eine Function V der Raumco- 
ordinaten, von der vorausgesetzt werden soll, dass sie und ihre 
ersten und zweiten Ableitungen nirgends unendlich gross werden, 
die Annahme gemacht, dass die Gleichung 

gültig sei, worin k irgend eine Function der Coordinaten bedeu- 
ten soll, welche innerhalb eines ganz im Endlichen liegenden 
Kaumes beliebige endliche Werthe haben kann, ausserhalb dieses 
Eaumes aber bis in's unendliche überall Null ist. Ferner möge 
noch die Bedingung hinzugefügt werden, dass in unendlich grosser 
Entfernung R vom Anfangspuncte der Coordinaten sowohl V als 

dV 
auch das Product R ^^ unendlich klein werden. Dann lässt sich 

oR 

beweisen, dass durch diese Bedingungen die Function V 
vollkommen bestimmt ist, indem sie durch die Poten- 
tialfunction eines Agens, welches die Raumdichtigkeit 
h hat, dargestellt wird. 

Wir benutzen dazu die GnEEN'sche Gleichung (157), welche 
nach den über V gemachten Annahmen eine vereinfachte Form 
erhält. Betrachtet man nämlich die unter (151) gegebene allge- 
meine Form von F, so sieht man, dass darin für den gegenwär- 
tigen Fall das Integral mit dq fortgelassen und v mit V als 
gleichbedeutend angesehen werden kann, weil V die dort für v 
gestellten Bedingungen erfüllt. Ferner ist für Av, welches nach 
dem ebengesagten mit A V gleichbedeutend ist, der oben gegebene 
"Werth — 4^€Ä zu setzen. Dadurch geht die Gleichung über in: 
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(168) ( U^^^dM - ^nAukdi = l V^-^d 



0) 



+ XFJudr — 4:ne\ 



Vd(\, 



Um nun den Werth V, welchen die Function Fan einem 
beliebig gewählten Puncte p mit den Coordinaten x\ y\ z hat, 
zu bestimmen, nehmen wir für U dieselbe Form an, wie in § 43, 
nämlich: 

r 

worin r den Abstand des Punctes p mit den Coordinaten ar, y, z 
von jenem Puncte p bedeutet. Dann folgt, wie in § 43 ausein- 
ander gesetzt wurde, dass man zu setzen hat: 



u = Q und « 



J Frfq = r, 



und die Gleichung (168) geht daher über in: 

1 



\--^r~d(x) — 4tni\-dT = 1 
jr on yr J 



on 



oder anders geordnet: 




(169) r=«\-rfr + ^n V-^^-^jdm. 

on T on I 

Diese Gleichung wollen wir auf den ganzen Raum, welcher 
von einer um den Anfangspunct der Coordinaten mit dem un- 
endlich grossen Radius R geschlagenen Kugelfläche eingeschlos- 
sen ist, anwenden. Dann bezieht sich das in ihr vorkommende 
Flächenintegral auf die unendlich grosse Kugelfläche. In diesem 
Integrale können wir, wie es in § 43 geschah, das Flächenele- 
ment rfw durch R^da ersetzen, worin d<s das Element des körper- 

1 ^r 1 

liehen Winkels bedeutet, femer für - und ^r— ihre Werthe « 

' r on ^ 
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1 dV dV 

und ^55 setzen und endlich 3— in — ^r^ umformen. Dadurch 
R^ an oR 

nimmt das Integral folgende Form an: 



ii^'+^i^K- 



Da nun gemäss der über F gemachten Annahme die beiden hier 
in Elammer stehenden Glieder unendlich klein sind, so verschwin- 
det das ganze Integral, und die Gleichung (169) geht über in: 

(170) r=A-dT. 

Hierdurch ist die Behauptung, dass die Function V, von welcher 
V den auf den Punct {x\ y\ z) bezüglichen Werth bedeutet, 
vollkommen bestimmt ist, und durch die Potentialfunction eines 
Agens mit der Dichtigkeit h dargestellt wird, bewiesen. 



§ 50. 
Ausnahmestellen und deren Absonderung. 

Im vorigen § wurde von der Function V vorausgesetzt, dass 
sie und ihre ersten und zweiten Ableitungen nirgends unendlich 
gross seien, und dass überall die Gleichung JF= — ^n^k erfüllt 
sei. Wir wollen nun die Betrachtung in der Weise erweitern, 
dass wir Ausnahmestellen zulassen, nämlich Flächen, linien und 
Puncte, in welchen JV der obigen Gleichung nicht genügt und 
überhaupt keinen endlichen Werth hat, für welche dagegen die 
anderen früher besprochenen und in § 39 übersichtlich zusammen- 
gestellten characteristischen Gleichungen in Kraft treten, nämlich 
für Flächen die Gleichung (III.), für Linien die Gleichungen (TV.) 
und für Puncte die Gleichungen (Va.) 

Um beim Vorhandensein solcher Ausnahmestellen doch die 
Gleichung (169) anwenden zu können, umgeben wir sie mit 
Flächen, durch welche sie vom übrigen Baume abgesondert 
werden. 

Wenn als Ausnahmestelle eine Fläche gegeben ist, so legen 
wir neben dieselbe zu beiden Seiten zwei unendlich nahe parallele 
Flächen und verbinden deren Bänder durch eine unendlich 
schmale Fläche, welche so gestaltet ist, dass sie von jeder auf 

Clansins, Potentialfnnction usw. 3. Aufl. 9 
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dem Bande der gegebenen Fläche senkrecht stehenden Ebene in 
einem unendlich kleinen Halbkreise geschnitten wird. Die beiden 
parallelen Flächen und die Bandfläche zusammen bilden unsere 
Absonderungsfläche. Sollte die gegebene Fläche geschlossen sein, 
so würde natürlich die Bandfläche fortfallen. 

Wenn als Ausnahmestelle eine Linie gegeben ist, so con- 
struiren wir die Absonderungsfläche in folgender Weise. Um 
jeden Punct der Linie denken wir uns in einer auf der Linie 
senkrechten Ebene einen Kreis mit dem unendlich kleinen Badius 
Q geschlagen. Diese sämmtlichen Kreise bilden zusammen eine 
cylinderartige Fläche, welche wir uns an den Enden durch zwei 
um die Endpuncte der Linie geschlagene Halbkugeln mit dem 
Badius q geschlossen denken. Sollte die Linie geschlossen sein, 
so würden die Endflächen fortfallen. 

Wenn als Ausnahmestelle ein Punct gegeben ist, so nehmen 
wir als Absonderungsfläche einfach eine um den Punct ge- 
schlagene unendlich kleine Kugelfläche. 

Nachdem auf diese Weisen alle Ausnahmestellen von Flächen 
umgeben sind, können wir die Gleichung (169), nämlich: 





r dn 



auf denjenigen Baum anwenden, welcher von dem ganzen, inner- 
halb der ^unendlich grossen Kugelfläche liegenden Baume nach 
Ausschluss der von den Absonderungsflächen begrenzten unend- 
lich kleinen Bäume übrig bleibt. Dabei ist zu bemerken, dass 
es für das erste an der rechten Seite stehende Integral nur 
einen unendlich kleinen Unterschied macht, ob die Integration 
jene von den Absonderungsflächen begrenzten unendlich kleinen 
Bäume mit umfasst, oder nicht, da die Grösse k der Voraus- 
setzung nach auch in diesen Bäumen endlich bleibt. Bei dem 
zweiten Integrale dagegen entsteht dadurch, dass die Integration 
ausser der unendlich grossen Kugelfläche, welche nur einen ver- 
schwindend kleinen Integralwerth giebt, noch die Absonderungs- 
flächen zu umfassen hat, ein wesentlicher Unterschied. 
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§ 51. 

Bestimmung der Function F unter Berücksichtigung 

der Absonderungsflächen. 

Indem wir nun dazu schreiten, die auf die verschiedenen 
Absonderungsflächen bezüglichen Theile des in (169) vorkommen- 
den Flächenintegrals zu bestimmen, wählen wir zunächst eine 
solche Absonderungsfläche zur Betrachtung aus, welche eine 
Fläche einschliesst. Dabei können wir die Randfläche gegen 
diejenigen beiden Flächen, welche der gegebenen Fläche parallel 
sind, als unendlich klein vernachlässigen. Um das auf die letzte- 
ren beiden Flächen bezügliche Integral zu bilden, fassen wir 
immer zwei Flächenelemente zusammen, welche sich gegenüber- 
liegen und eben so gross sind, wie das zwischen ihnen liegende 
Flächenelement dco der gegebenen Fläche. Dann können wir 
den Theil des in (169) vorkommenden Flächenintegrals, welcher 
sich auf diese Absonderungsfläche bezieht, so schreiben: 




dn r dn \ ^ dn r dn 2 



d(x), 



worin die Indices 1 und 2 andeuten sollen, dass von dem in 
Klammer stehenden Ausdrucke die in den beiden parallelen 
Flächen geltenden Werthe zu nehmen sind. Die Integration ist 
dann einfach über die gegebene Fläche auszudehnen. 

Nun ist aber, weil die beiden parallelen Flächen unter ein- 
B,nder und der gegebenen Fläche unendlich nahe sind, zu setzen: 

i = - = - und K= r,= r, 

worin die Buchstaben ohne Index sich auf die gegebene Fläche 
beziehen. Man kann daher das vorige Integral auch so schreiben: 




I 



r\\dn}^ \dnf\\ 



Was nun die Differentialcoefficienten nach w anbetrifft, so 
ist zu bemerken, dass im vorstehenden Ausdrucke die Normale 



9 
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nach der Seite als positiv zu rechnen ist, welche in Bezug auf 
den betrachteten Baum nach Innen geht, was für die beiden 
parallelen Flächen nach entgegengesetzten Richtungen stattfindet* 
Um nun aber mit unserer früheren, bei Flächen angewandten 
fiezeichnungsweise in Uebereinstimmung zu kommen, wollen wir 
die Normale auf der gegebenen Fläche, welche zugleich Normale 
auf den beiden parallelen Flächen ist, nach einer bestimmten 
Richtung als positiv rechnen, nämlich von der parallelen Fläche, 
auf welche sich der Index 1 bezieht, nach der parallelen Fläche 
hin, auf welche sich der Index 2 bezieht, und zugleich wollen 
wir die beiden Werthe, welche der nach der Normale genommene 
Differentialcoefficient an den beiden Seiten der gegebenen Fläche 
in ihrer unmittelbaren Nähe hat, durch die Indices + und — 
von einander unterscheiden. Dann ist zu setzen: 

(4) (4) (4) 

wodurch der vorige Ausdruck übergeht in: 





F 



r j I r 

} dn '^q\ dn ^_o. 



-7[©-(L-) jn 



+ ' ' — 

öl 



Nun erleidet aber der Diflferentialcoefficient -^ — beim Durch- 

on 

gange durch die gegebene Fläche keine sprungweise Aenderung, 

'öi\ /öl 

und die beiden Werthe \ -?^— / und \ -^^— / können daher nur 

\aw/+o \öw/_o 

unendlich wenig von einander verschieden sein, so dass ihre 
Diflferenz, welche sich in der ersten eckigen Klammer befindet, 
zu vernachlässigen ist. Für die in der zweiten eckigen Klammer 
stehende Differenz können wir nach (HI.) setzen: — 4^€Ä. Dem- 
nach nimmt der auf diese Absonderungsfläche bezügliche Theil 



§ 51. Berücksichtigung der Absonderungsflächen. 133 

des in (169) vorkommenden Flächenintegrals folgende einfache 
Form an; 



TT.j 



— aw. 
r 



Sollten mehrere Ausnahmeflächen vorhanden sein, so könnte 
man doch den vorstehenden Ausdruck fiir sie alle zusammen bei- 
behalten, wenn man nur festsetzte, dass das Integral sich auf 
alle gegebenen Flächen erstrecken soll. 

Wir wählen nun weiter eine solche Absonderungsfläche, 
welche eine Linie einschliesst, zur Betrachtung aus. Dabei können 
wir uns auf die cylinderartige Fläche beschränken, indem die 
halbkugelformigen Endflächen unendlich klein von höherer Ord- 
nung sind. Um ein Element der cylinderartigen Fläche auszu- 
drücken, wollen wir in der durch irgend einen Punct der Linie 
gelegten Normalebene, welche die cylinderartige Fläche in einem 
unendlich kleinen Kreise mit dem Badius q schneidet, den Win- 
kel eines vom Mittelpuncte ausgehenden Leitstrahles mit einer 
durch den Mittelpunct gehenden festen Geraden mit y bezeichnen, 
so dass das Element des Kreises durch qd^f dargestellt wird. 
Ferner wollen wir uns neben der ersten Normalebene noch eine 
zweite um ds von ihr entfernte gelegt denken, welche mit ihr 
zusammen einen unendlich schmalen Streifen aus der cylinder- 
artigen Fläche ausschneidet. Dann können wir ein Element dieses 
Streifens durch q dtp ds darstellen, und diesen Ausdruck statt doa in 
Anwendung bringen. Da ferner der Badius q auf der Oberfläche 
senkrecht ist, so können wir die Diflferentialcoefficienten nach n 
auch durch Differentialcoefficienten nach q ersetzen. Dadurch 
nimmt der auf diese Absonderungsfläche bezügliche Theil des in 
(169) vorkommenden Flächenintegrales folgende Form an: 

^T 1 dv\ 

V ^-/Qdtpds, 

do r oo^^ ^ 




oder etwas umgeschrieben: 



J^V'^^' öj'"7^ 



If/^-iP- 
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Was das erste hier in EJammer stehende Glied anbetrifil, 
so ist der Factor g V für unendlich kleine Werthe von p, gemäss 
(ly.)y unendlich klein. Dazu kommt noch, dass bei je zwei Wer- 
then von y, welche um ji von einander verschieden sind, und für 
welche daher g entgegengesetzte Richtungen hat, der Differential- 

öl 

r 
coefficient -^— bei unendlich nahe gleichen absoluten Werthen 

entgegengesetzte Vorzeichen hat, während der andere Factor p V 

gleiche Vorzeichen hat, woraus folgt, dass selbst dann, wenn g V 

nicht schon an sich unendlich klein wäre, das Verschwinden des 

Gliedes dadurch eintreten würde, dass in dem von bis 2;i zu 

nehmenden Integrale nach iy> je zwei Elemente sich aufheben* 

dV 
In dem zweiten Gliede kann man g t,— , gemäss (IV.), durch 

— 2 ig ersetzen, und unter r können wir statt des auf die Peri- 
pherie des unendlich kleinen Kreises bezüglichen Werthes den 
auf den Mittelpunct bezüglichen Werth setzen. Dadurch geht 
der Ausdruck über in: 



\ds^-f\d^ 



und durch Ausführung der Integration nach tp in; 



Jgds 



Eben diesen Ausdruck kann man auch beibehalten, wenn • 
mehrere Ausnahmelinien vorhanden sind, indem man festsetzt, 
dass das Integral sich auf alle diese Linien beziehen soll. 

Wählen wir endlich eine solche Absonderungsfläche zur Be- 
trachtung aus, welche einen Ausnahmepunct umgiebt, also eine 
mit einem unendlich kleinen Kadius, der r heissen möge, um 
diesen Punct beschriebene Kugelfläche, so können wir darin das 
Flächenelement d(o durch x^da darstellen, worin da das Element 
des körperlichen Winkels bedeutet, und können ferner die Diffe- 
rentialcoefficienten nach n durch Differentialcoefficienten nach r 
ersetzen. Der auf diese Fläche bezügliche Theil des in (169) 
vorkommenden Flächenintegrales lautet dann: 
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V -j-h^da. 

ox r dx 

Hierin gilt vom ersten Gliede im Wesentlichen dasselbe, wie 
im vorigen Falle. Das Product r^F ist, gemäss (Va.), unendlich 
klein, und selbst, wenn dieses nicht der Fall wäre, so würde das 
über den ganzen körperlichen Winkelraum ausgeführte Integral 

öl 

dadurch unendlich klein werden, dass -^— an je zwei aneinander 

gegenüberliegenden Puncten der Kugelfläche entgegengesetzte Vor- 

dV 
zeichen hat. Im zweiten Gliede ist — ^^zs^ > gemäss (Va.), durch 

6^ zu ersetzen, und für r kann statt des auf die Kugelfläche be- 
züglichen Werthes der auf den Mittelpunct bezügliche Werth 
genommen werden, wodurch der Ausdruck übergeht in: 






r 
oder nach Ausführung der Integration: 

9. 



4:71 



e 



Sind mehrere Ausnahmepuncte vorhanden, so kann man die 
auf sie bezüglichen Theile des Flächenintegrals zusammenfassen in: 



47Tß ^ 



1 
r 



Kehren wir nun zu der Gleichung (169) zurück, und setzen 
für das darin angedeutete Flächenintegral die Summe der für 
die drei Arten von Absonderungsflächen gefundenen Ausdrücke, 
so erhalten wir statt der Gleichung (170) die folgende: 



i 
r 



(171) r = e ildv + ei-dm + ei^ds + ey, 

j r j r j r ^^ 

Somit ist auch in diesem allgemeineren Falle, wo Ausnahme- 
stellen vorkommen, der im Puncto jo' geltende Werth der Function 
V vollkommen bestimmt, und aus der Form des Ausdruckes ist 
ersichtlich, dass V nichts anderes ist, als die Potentialfunction 
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eines Agens, von welchem ein Theil durch den Raum mit der 
Kaumdichtigkeit k verbreitet ist, während zugleich auf gegebe- 
nen Flächen endliche Mengen mit der Flächendichtigkeit A, auf 
gegebenen Linien endliche Mengen mit der Liniendichtigkeit g, 
und in gegebenen Puncten endliche Mengen q^ q^ etc. befind- 
lich sind. 

Sollte eine der gegebenen Linien in einer der gegebenen 

$h 
— dcj nur 

einen unendlich kleinen Unterschied machen, ob es den Theil 
der Fläche, welcher von der für die Linie construirten Absonde- 
rungsfläche eingeschlossen wäre, mit umfasste, oder nicht, und 
das Entsprechende würde auch für den Fall gelten, wo einer der 
gegebenen Puncte in einer der gegebenen Flächen oder Linien läge. 
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§ 52. 

Ausgangspuncte für die Auseinandersetzung. 

Um den Begriff des Potentials und die Rolle, welche es bei 
physicalischen Untersuchungen spielt^ erläutern zu können, muss 
ich zwei Fundamentalsätze der Mechanik voraussetzen, nämlich 
1) den Satz von den virtuellen Bewegungen oder, wie man 
gewöhnlich sagt, von den virtuellen Geschwindigkeiten, 
und 2) das D'ALEMBEBT^sche Princip, Es ist hier nicht 
der Ort dazu, diese Sätze zu entwickeln und zu beweisen, sondern 
ich will sie nur anführen, um die weiteren Betrachtungen daran 
anknüpfen zu können. Dabei will ich sie aber in etwas voll- 
ständigerer Form aussprechen, als es gewöhnlich geschieht, weil 
es für physicalische Untersuchungen von Wichtigkeit ist, genau 
zu wissen, unter welchen Bedingungen sie gültig sind, und welche 
Modificationen sie erleiden, wenn die Bedingungen sich ändern. 

§ 53. 

Begriff der virtuellen Bewegungen und Unterscheidung 

zweier Fälle. 

Es sei irgend ein System von beweglichen Puncte;a p, p^, 
P2 etc. gegeben, welche entweder ganz frei nach jeder beliebigen 
Kichtung beweglich oder durch gewisse Bedingungen in ihren 
Bewegungen beschränkt seien. Solche beschränkenden Bedingungen 
können in dem Systeme selbst liegen, wenn die Puncte irgend 
wie unter einander in Verbindung stehen, so dass durch die Be- 
wegung einiger Puncte die Bewegung anderer ganz oder theilweise 
mit bestimmt ist; oder sie können von aussen her gegeben sein, 
wie z. B. wenn ein Punct gezwungen ist, in einer gegebenen 
festen Fläche oder Curve zu bleiben, oder ganz fest an einer 
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Stelle zu yerharren, wodurch dann natürlich auch die anderen 
Puncte, welche mit diesem zusammenhängen, entsprechenden Be- 
schränkungen in ihren Bewegungen unterliegen. 

In Bezug auf die beschränkenden Bedingungen findet noch 
ein wesentlicher Unterschied statt. Wenn ein Punct gezwungen 
ist, in einer festen Fläche zu bleiben, so kann er sich senkrecht 
gegen die Fläche weder nach der einen noch nach der anderen 
Seite bewegen. Denkt man sich aber, der Punct befinde sich an 
der Oberfläche eines festen, fttr ihn undurchdringlichen Körpers, 
so kann er sich in der Bichtung der Normale nach der einen 
Seite, welche nach dem Innern des Körpers geht, nicht bewegen, 
wÄhrend nach der anderen Seite, welche nach aussen geht, seine 
Bewegung frei ist. Ebenso verhält es sich mit der Electricität 
in einem leitenden Körper, welcher von Nichtleitern umgeben ist, 
indem ein an der Oberfläche befindliche^ Electricitätstheilchen sich 
wohl nach dem Innern des Leiters, aber nicht nach Aussen be- 
wegen kann. Denkt man sich ferner zwei bewegliche Puncte, welche 
durch eine starre Linie unter einander verbunden sind, so können 
sie sich weder einander nähern, noch von einander entfernen; 
sind sie dagegen durch einen biegsamen Faden verbunden, und 
nimmt man an, sie seien schon so weit von einander entfernt, 
dass der Faden gespannt sei, so können sie sich zwar nicht 
weiter von einander entfernen, wohl aber einander nähern. Ich 
werde solche Bewegungshindernisse, welche nach einer Bichtung 
hin die Bewegung unmöglich machen, nach der entgegengesetzten 
Bichtung aber sie frei lassen, Bewegungshindernisse mit 
einseitigem Widerstände nennen; solche dagegen, bei denen 
jede zwei entgegengesetzte Bichtungen sich gleich verhalten, so 
dass, wenn nach der einen Seite die Bewegung verhindert ist, 
sie auch nach der entgegengesetzten Seite nicht geschehen kann, 
sollen, jfo es zur Unterscheidung nöthig ist, Bewegungshinder- 
nisse mit beiderseitigem Widerstände genannt werden. 

Es möge nun das gegebene System von der Lage aus, in 
welcher es ursprünglich betrachtet wurde, eine unendlich kleine 
Bewegung machen, so dass die einzelnen Puncte unendlich kleine 
Wegstücke zurücklegen. Diese kleinen Wege dürfen dem Vori- 
gen nach nicht als für jeden Punct beliebig betrachtet werden, 
sondern sie müssen so beschaffen sein, dass sie den beschränken- 
den Bedingungen, welchen die Bewegungen der Puncte unter- 
worfen sind, genügen. Man hat daher ein solches System von 
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unendlich kleinen Bewegungen, welche jenen Bedingungen nach 
möglich sind, indem man ursprün^ch vorzugsweise die verschiede- 
nen Geschwindigkeiten der gleichzeitigen Bewegungen in's Auge 
gefasst hat, ein System von virtuellen Geschwindigkeiten 
genannt. Diese Bezeichnung ist aber nicht ganz zweckmässig, 
weil durch die Geschwindigkeiten, mit welchen die Functe sich 
gleichzeitig bewegen, nur die verhältnissmässigen Längen der 
kleinen Wege, nicht aber ihre Richtungen, welche eb^alls 
in Betracht kommen müssen, bestimmt werden. Ich glaube daher, 
dass es bezeichnender wäre, von virtuellen Bewegungen zu 
sprechen, denn bei dem Worte Bewegung denkt man sogleich 
an Grösse und Richtung, während das Wort Geschwindigkeit, 
wenigstens im gewöhnlichen Sprachgebrauche, die Richtung nicht 
mit in sich begreift. 

In den meisten Fällen giebt es für dasselbe System von 
Puncten unendlich viele Systeme von virtuellen Bewegungen. 
Wenn alle vorkommenden Bewegungshindemisse solche mit beider- 
seitigem Widerstände sind, so gehört zu jeden Systeme von vir- 
tuellen Bewegungen auch das entgegengesetzte, indem die Functe 
sich sowohl nach der einen, als nach der anderen Seite bewegen 
können. Kommen dagegen Bewegungshindernisse mit einseitigem 
Widerstände vor, so giebt es Systeme von virtuellen Bewegungen, 
welche nach der einen Seite stattfinden können und nach der 
entgegengesetzten nicht. Wir wollen die erste Art von virtuellen 
Bewegungen umkehrbare und die letzte Art nichtumkehr- 
bare nennen. 

§ 54. 

Begriff der virtuellen Momente und Ausdruck des 

betreffenden Satzes. 

Es sei nun weiter angenommen, dass auf die einzelnen be- 
weglichen Puncto Kräfte wirken. Wenn auf einen Punct mehrere 
Kräfte wirken, so kann man diese entweder einzeln betrachten, 
oder sie sich auch in eine Resultante zusammengesetzt denken. 
Diese Kräfte werden mit den virtuellen Bewegungen in der Weise 
verbunden, ^ass man jede virtuelle Bewegung mit der in die 
Richtung der Bewegung fallenden Componente der auf den Punct 
vidrkenden Kraft multiplicirt, und die dadurch entstehenden Pro- 
ducte werden die virtuellen Momente der Kräfte genannt. 
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Es gehört also zu jedem Systeme von virtuellen Bewegungen ein 
System von virtuellen Momenten. Die einzelnen Momente können 
positiv oder negativ sein, jenachdem die betreffende Erafbcom- 
pouente nach der Seite hin gerichtet ist, wohin die Bewegung 
geht, oder nach der entgegengesetzten. 

Mit Hülfe dieser virtuellen Momente kann man die Be- 
dingungen, welche erfüllt sein müssen, damit das System von 
Puncten unter dem Einflüsse der auf sie wirkenden Kräfte im 
&leichgewichte sei, auf einfache Weise durch folgenden Satz aus- 
drücken: Es ist für das Gleichgewicht nothwendig und 
hinreichend, dass für alle vorkommenden Systeme von 
virtuellen Bewegungen die Summe der virtuellen Mo- 
mente Null oder negativ ist. 

Es versteht sich hiernach von selbst, dass für ein umkehr- 
bares System von virtuellen Bewegungen das erstere stattfinden 
muss, dass die Summe der virtuellen Momente Null ist, denn 
hätte sie einen angebbaren negativen Werth, so würde man für 
die ebenfalls möglichen umgekehrten Bewegungen einen angeb- 
baren positiven Werth erhalten, was dem Satze widerspricht. 
Eür solche Fälle, wo nur umkehrbare virtuelle Bewegungen vor- 
kommen, kann man daher einfach sagen: es muss für alle 
Systeme von virtuellen Bewegungen die Summe der 
virtuellen Momente Null sein. Dieses ist die Form, in 
welcher man den Satz gewöhnlich ausgesprochen findet, indem 
dabei die Fälle, wo nichtumkehrbare virtuelle Bewegungen vor- 
kommen, ausser Acht gelassen sind. 

Um den Satz mathematisch auszudrücken, seien ds, Ss^, Ss^ etc. 
die kleinen Wege, welche die Puncte bei einem Systeme von vir- 
tuellen Bewegungen zurücklegen; ferner P, Pj, Pg ®*^* ^i® Kräfte, 
welche auf die einzelnen Puncte wirken, wobei jetzt angenommen 
sein möge, dass, wenn auf einen Punct mehrere Kräfte wirken, 
diese schon in eine Besultante zusammengefasst seien, endlich seien 
qp, qpj, (f2 etc. die Winkel zwischen den Kräften und den entsprechen- 
den virtuellen Bewegungen. Dann werden die virtuellen Momente 
durch die Producte P cos (p ,Ssy P^ cos tp^ . Ss^^ , P^ cos (p^ . Ss^ etc. 
dargestellt, und man erhält als Ausdruck des vorigen Satzes: 

P cos 9 . d^ + Pi cos 9i . dsj^ + Pg cos 9)3 . ds^ + etc. <" 

oder kürzer: 

(1) 2PQ>0S(p.ds<0, 
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worin für den Fall, dass nur umkehrbare virtuelle Bewegungen 
Torkommen, nur das Zeichen = anzuwenden ist, für den Fall 
aber, dass auch nichtumkehrbare Bewegungen vorkommen, beide 
Zeichen = und < gelten. 

Für die Anwendung ist es bequemer, dem vorigen Ausdrucke 
eine etwas andere Gestalt zu geben. Bezeichnen wir die Ver- 
änderungen, welche die Coordinaten ar, y, z des Punctes 'p durch 
die kleine Bewegung 8s erleiden, mit 8x^ 8y und 8z^ und zer- 
legen wir die auf den Punct wirkende Kraft P in ihre drei in 
die Coordinatenrichtungen fallenden Componenten X^ Y und Z, 
so ist, wie sich leicht nachweisen lässt: 

P cos 9 . d* = X8x + Y8y + Zdz, 

und entsprechende Gleichungen gelten auch für die anderen 
Puncte, und man erhält daher statt (1): 

(2) :^{X8x + J6y + Z8z) < 0. 

§ 55. 

Ausdruck desselben Satzes unter Anwendung des 

Begriffes der Arbeit. 

Die im vorigen Satze mit dem Namen virtuelles Moment 
bezeichnete Grösse steht in innigem Zusammenhange mit einer 
anderen Grösse, welche in der Mechanik eine bedeutende Bolle 
spielt. Wenn ein Punct das Wegstückchen 8s zurücklegt, und 
die in die Richtung des Weges fallende Kraftcomponente P cos tp 
an allen Puncten des kleinen Weges absolut gleich ist, so stellt 
das Product P cos (p. 8s die bei der Bewegung von der 
Kraft gethane Arbeit dar. Die hierbei gemachte Voraus- 
setzung, dass P cos q) seinen Werth während der Bewegung nicht 
ändere, ist aber im Allgemeinen nicht streng erfüllt. Wenn die 
wirksame Kraft an verschiedenen Stellen des Raumes nach Grösse 
und Richtung verschieden ist, so ist sie auch auf den verschiede- 
nen Theilen des unendlich kleinen Weges nicht als absolut gleich 
zu betrachten ; und wenn ferner 8s nicht ein Stück einer geraden 
Linie, sondern ein Stück einer Curve ist, so liegt auch darin ein 
Grund, weshalb der Winkel (p zwischen Kraft und Weg für die 
verschiedenen Theile des Weges etwas verschieden sein muss, 
selbst wenn die Richtung der Kraft überall dieselbe wäre. Der 
vollständige Ausdruck der Arbeit ist daher, wenn man P cos qp 
als Function von s betrachtet, so zu schreiben: 
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^ , 1 rf(P cos cp) . , , 1 (iP(P cos cp) . 3 , . 
Pcos y .d* + 2T-^-^<^** + 3!--^-^ «J*^ + etc. 

Das erste Glied dieses Ausdruckes ist dasselbe, was im Vorigen 
das virtuelle Moment der Kraft genannt wurde, und man sieht 
also, dass die von der Kraft bei der kleinen Bewegung gethane 
Arbeit sich von dem virtuellen Momente nur durch das Hinzu- 
kommen solcher Grössen unterscheidet, welche in Bezug auf die 
Weglänge von höherer als erster Ordnung sind. 

Eiernach kann man den Gleichgewichtssatz auch folgender- 
maassen aussprechen: Für das Gleichgewicht ist es noth- 
wendig und hinreichend, dass für jedes System von vir- 
tuellenBewegungen dieSumme der von allenKräften ge- 
than^n Arbeitsgrössen entweder ein unendlich Kleines 
von höherer als erster Ordnung in Bezug auf die Weg- 
längen, oder negativ ist. 

Wenn alle virtuellen Bewegungen umkehrbar sind, so gilt 
nur das Erstere, dass die Gesammtarbeit ein unendlich Kleines 
von höherer Ordnung sein muss. Man kann dann bei dieser 
Art den Gleichgewichtssatz auszusprechen noch eine weitere An- 
gabe hinzufügen. Daraus, dass die unendlich kleinen Grössen 
höherer Ordnung positiv oder negativ sein können, entsteht der 
Unterschied des stabilen und labilen Gleichgewichtes, und zwar 
in folgender Weise. Ist für alle Systeme von virtuellen Be- 
wegungen die Gesammtarbeit aller Kräfte negativ, so ist das 
Gleichgewicht stabil; ist sie für alle Systeme positiv, so ist 
das Gleichgewicht labil; ist sie endlich, was auch vorkommt? 
für einige Systeme negativ und für andere positiv, so kann man 
das Gleichgewicht weder vollkommen stabil, noch vollkommen 
labil nennen. 

§ 56. 
Das D'ALEMBERT'sche Princip. 

Aus dem Gleichgewichtssatze lässt sich mit Hülfe des d'AiiEm- 
BEBT'schen Principes der allgemeine Satz der Bewegung 
ableiten. 

Dabei müssen wir aber die beschränkenden Bedingungen, 
welchen die Bewegungen der Puncto unterworfen sind, zum Theil 
etwas anders betrachtlsn, als vorher. Es wurde im Vorigen an- 
genommen, dass auch Bewegungshindernisse mit einseitigem 
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Widerstände Torkommen können, von denen vorausgesetzt wurde, 
dass sie einem beliebigen auf sie ausgeübten Drucke widerstehen, 
ohne dass dabei die Kraft, mittelst deren sie diesen Widerstand 
leisten, in Betracht gezogen wurde. Bei der Bewegung aber 
lässt sich die Sache häufig nicht so einfach abmachen, denn wenn 
man z. B. annehmen wollte, dass ein Punct mit einer gewissen 
Geschwindigkeit gegen eine absolut feste Wand flöge, so würde 
daraus eine plötzliche Vernichtung der Bewegung folgen, wie sie 
in der Natur nicht vorkommt. Wenn ein Körper gegen eine 
feste Wand fliegt, so findet eine gegenseitige Einwirkung zwischen 
Wand und Körper statt, welche von zwar sehr kurzer, aber doch 
endlicher Dauer ist; während dieser Zeit erleiden die Bewegungen 
der Theile des Körpers gewisse Aenderungen, welche ebenso, 
w^ie die sonstigen Bewegungsänderungen, mit den zugehörigen 
Kräften in Rechnung gebracht werden können. Durch dieses 
Verfahren, welches in anderen ähnlichen Fällen ebenfalls, an- 
gewandt werden kann, werden die in Betracht zu ziehenden 
Kräfte vermehrt, aber dafür fallen die Bewegungshindernisse mit 
einseitigem Widerstände als solche aus der Betrachtung fort. 
Will man die Sache ganz vollständig und streng behandeln, so 
muss man auch noch berücksichtigen, dass die Wand nicht ganz 
in Ruhe bleibt, sondern ebenfalls etwas in Bewegung geräth und 
dadurch einen Theil der lebendigen Kraft des Körpers in sich 
aufnimmt. Man muss dann also die Wand und die übrigen mit 
ihr in Verbindung stehenden Gegenstände auch als aus beweg- 
lichen Theilen bestehende Körper betrachten und ihre Bewegungen- 
in die Gleichungen mit aufiiehmen, so dass also nicht nur die 
Kräfte vermehrt werden, sondern das zu betrachtende System 
von beweglichen materiellen Puncten selbst vergrössert wird. 

Es giebt freilich Fälle, wo eine Fläche^ welche einseitig der 
Bewegung widersteht, ohne erheblichen Fehler einfach als absolut 
festes Bewegungshinderniss gelten kann; indessen kann man dieses 
in den betreifenden Fällen zur Vereinfachung der Rechnung be- 
nutzen, ohne dass es nöthig wäre, in der hier folgenden all- 
gemeinen Betrachtung darauf Rücksicht zu nehmen. Wir wollen 
daher im Folgenden voraussetzen, dass keine Bewegungshinder- 
nisse mit einseitigem Widerstände vorkommen, und dass somit 
alle virtuellen Bewegungen umkehrbar seien. 

Wir wenden uns nun wieder zu dem früher betrachteten 
Systeme von beweglichen Puncten, worunter wir jetzt materielle 
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Puncte mit den Massen w, m^, m^ etc. verstehen, und deren Co- 
ordinaten, welche der Reihe nach x, y, z; jtj, y^, z^ etc. heissen 
mögen, wir als Functionen der Zeit t betrachten. Wir bilden 
nun für den ersten Punct, auf welchen eine Kraft wirkt, deren 
Componenten X, Y und Z sind, folgende Grössen: 

^-""d?' ^-"^-df' ^-"'-df' 

ebenso für den zweiten Punct die Grössen: 

u. 8. w. Diese Grössen, welche man die Componenten der ver- 
lorenen Kräfte nennt, müssen in dem Ausdrücke (2) an die 
Stelle der Componenten der gegebenen wirksamen Kräfte gesetzt 
werden. Dadurch erhält man, da von den beiden Zeichen = und 
< nur das erstere anzuwenden ist, weil alle virtuellen Bewegun- 
gen als umkehrbar angenommen werden, folgende Gleichung: 



('' 2[(x-4;)*«+(i--»g)dy4-»5)*. 



= 0. 



Hierin bezieht sich das Summenzeichen auf alle Massen, welche 
an der Bewegung theilnehmen, auch wenn darunter solche vor- 
kommen, auf die keine der gegebenen Kräfte direct einwirkt, 
während in dem für das Gleichgewicht geltenden Ausdrucke (2), 
wenn mehrere Puncte untereinander in Verbindung sind, von 
denen einige unter der Einwirkung von Kräften stehen und andere 
nicht, nur die ersteren unter dem Summenzeichen enthalten a nd. 
Dieses ist die allgemeine Bewegungsgleichung, welche be- 
kanntlich in der Mechanik von grosser Wichtigkeit ist. Sie 
bleibt auch gültig, wenn die beweglichen Massen nicht in Puncten 
concentrirt sind, sondern Räume stetig ausfüllen, in welchem 
Falle die Summation durch eine Integration zu ersetzen ist, was 
nach gewissen Umformungen des Ausdruckes geschehen kann. 
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§ 57. 

Satz von der Äequivalenz von lebendiger Kraft und 
Arbeit, und Bedingung, welche für seine Gültigkeit 

erfüllt sein muss. 

Wir wollen nun die Gleichung (3) dazu anwenden, den Satz 
von der Äequivalenz von lebendiger Kraft und mecha- 
nischer Arbeit abzuleiten. 

Dazu müssen wir zunächst wieder über die beschränkenden 
Bedingungen, welchen die Bewegungen der Puncte unterworfen 
sind, sprechen. Bei den Betrachtungen über das Gleichgewicht 
konnte es als von selbst verständlich angesehen werden, dass 
diese Bedingungen der Art seien, dass durch sie allein keine Be- 
wegung der Puncte veranlasst werden könne. Wenn also z. B. 
von einem der Puncte angenommen wurde, dass er gezwungen 
sei, in einer gegebenen Fläche zu bleiben, so wurde diese Fläche 
als fest und unveränderlich vorausgesetzt, denn wenn die Fläche 
sich bewegte oder mit der Zeit ihre Gestalt änderte, so würde 
dadurch allein schon eine Bewegung des Punctes bedingt sein, 
so dass die zum Gleichgewichte gehörige Ruhe nicht möglich 
viräre. Bei den Betrachtungen über die Bewegung dagegen brau- 
chen solche Fälle nicht ausgeschlossen zu werden, denn man 
kann sehr wohl die Bewegung eines Punctes betrachten, welcher 
sich in einer bewegten Fläche befindet und deren Bewegung mit- 
macht, und ausserdem in der Fläche durch die auf ihn wirkende 
Kraft noch besonders bewegt wird. 

Mathematisch ist die Bedingung, dass ein Punct, dessen Co- 
ordinaten x, y, z heissen, in einer festen Fläche bleiben muss, 
darzustellen durch eine Gleichung von der Form: 

J^-(^,y, ^) = 0; 

dagegen die Bedingung, dass der Punct in einer Fläche bleiben 
muss, die selbst beweglich oder mit der Zeit veränderlich ist, 
durch eine Gleichung von der Form: 

Fix, y, z, t) = 0. 

In ähnlicher Weise kann man den Unterschied zwischen den 
beiden Fällen, ob in den gegebenen Bedingungen, denen die Be- 
wegungen der Puncte unterworfen sind, schon der Grund zur 

Clansins, Poteotialftinction usw. 3. Aufl. 10 
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Entstehung von Bewegungen liegt oder nicht, allgemein dahin 
aussprechen, dass die Gleichungen, welche die Bedingungen dar- 
stellen, im ersteren Falle ausser den Coordinaten der gegebenen 
Puncte noch die Zeit oder andere von der Zeit abhängige Grös- 
sen, im letzteren Falle dagegen nur die Coordinaten der Puncte 
als Veränderliche enthalten. 

Diese beiden Fälle unterscheiden sich wesentlich durch, die 
Art, wie die wirklich stattfindende Bewegung mit den virtuellen 
Bewegungen zusammenhängt. Wenn man aus Bedingungsglei- 
chungen, welche die Zeit enthalten, die virtuellen Bewegungen 
bestimmen will, so muss man dieses für einen bestimmten Zeit- 

« 

moment thun, und die Zeit ist daher bei dieser Rechnung als 
eine constante Grösse zu behandeln. Sei z. B. eine solche Glei- 
chung, welche die Coordinaten einer Anzahl von Puncten und 
ausserdem die Zeit enthält, in folgender Form gegeben: 

(4) F{x, y, z, ^1, ^1, ^1 t) = 0, 

so erhält man daraus fllr die virtuellen Bewegungen zur Zeit t 
folgende Gleichung: 

dF . dF. dF. 

dx^ ^y\ ^^i 

worin nur Differentialcoefficienten nach den Coordinaten der 
Puncte vorkommen. Betrachtet man dagegen die Bewegungen, 
welche die Puncte während der unendlich kleinen Zeit von t bis 
t + dt wirklich ausführen, und deren Projectionen auf die Co- 
ordinatenaxen dxj dy, dz, dx^, dy^, dz^ etc. heissen mögen, so 
muss man für diese eine Gleichung bilden, in welcher die Ver- 
änderung der Zeit mit berücksichtigt ist, nämlich: 

dF dF dF 

(6) Y-d^ + V-dy^—dz 

oo) oy ^ dz 

^dF, ^dF^ ^dP, , ^^F^. ^ 

Hieraus sieht man, dass in einem solchen Falle, wo die gegebenen 
Bedingungsgleichungen die Zeit enthalten, die für dx, dy, dz, 
dx^, dy^y dz^ etc. geltenden Gleichungen verschieden sind von den 
für dx, Sy, Sz, Sx^, Sy^, dz^ etc. geltenden, und dass daher das 
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System von Bewegungen, welche die Puncto während der kleinen 
Zeit von t bis t + dt wirklich ausfuhren, im Allgemeinen mit 
keinem der Systeme von virtuellen Bewegungen, welche für die 
Zeit t gelten, identisch sein kann. Enthalten dagegen die ge- 
gebenen Bedingungsgleichungen die Zeit nicht, so fällt in den 
für dx, dy, dzj dx^, dy^y dz^ etc. geltenden Gleichungen das letzte 
Glied, welches den DiflFerentialcoefficienten nach t als Factor hat, 
fort, und dann stimmen diese Gleichungen mit den für Sx, Sy^ 
Sz, 5xj, Sy^y 8z^ etc. geltenden überein, und für diesen Fall muss 
daher das System der wirklich stattfindenden Bewegungen eins 
der vielen Systeme von virtuellen Bewegungen sein. 

Auf den zuletzt genannten Fall bezieht sich nun unser Satz 
von der Aequivalenz von lebendiger Kraft und mechanischer 
Arbeit, und ich will die Voraussetzung, von welcher wir bei 
seiner Entwickelung ausgehen müssen, und auf welcher daher 
auch seine Gültigkeit beruht, hier noch einmal aussprechen. Die 
Bedingungsgleichungen, welchen die Bewegungen der 
Puncte unterworfen sind, dürfen als Veränderliche 
nur die Coordinaten der Puncte enthalten; oder wie man 
es dem Vorigen nach auch ausdrücken kann: in den gegebenen 
Bedingungen darf nicht selbst schon der Grund zur Entstehung 
von Bewegungen liegen, d. h. es dürfen in ihnen nicht implicite 
Kräfte enthalten sein, welche ebenso, wie die explicite gegebenen 
Kräfte, Bewegungen hervorrufen und die vorhandenen Bewegungen 
beschleunigen oder verzögern können. 

Unter dieser Voraussetzung muss die obige Gleichung (3), 
welche für jedes System von virtuellen Bewegungen gilt, auch 
gültig bleiben, wenn man statt der virtuellen Bewegungen die 
während der Zeit dt wirklich ausgeführten Bewegungen setzt, 
welche ja mit einem der Systeme von virtuellen Bewegungen zu- 
sammenfallen müssen. Um bestimmt anzudeuten, dass sich die 
Bewegungen auf die Zeit dt beziehen, wollen wir statt dx, dy, dz 
vollständiger schreiben: 

di^'' Jt'^*' dt^'- 

Durch Substitution dieser Grössen an die Stelle von Sx^ Sy, dz 
geht (3) über in: 



10 



* 
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wofür wir bei etwas anderer Zusammenfassung der Glieder schrei-^ 
ben können: 

Hierin können wir die linke Seite einfacher ausdrücken. 
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit des ersten Punctes zur Zeit 
t mit V, so ist: 

2 / > \2 / 7 v2 



-(If)- §) + (§) 



und daraus folgt: 



d{v^) __ Idw (Pw dy cPy dz d^z\ 

~W '^ Xdi'Te '^ dt'~d¥ ^ dtJei' 

und die entsprechenden Gleichungen müssen auch für die Ge- 
schwindigkeiten aller übrigen Puncto gelten. Durch Anwendung 
dieser Gleichungen geht (7) über in: 

Der hier auf der linken Seite stehende Ausdruck lässt sich sofort 
integriren, und wir wollen dieses von irgend einer Anfangszeit t^ 
bis zur Zeit t ausführen, wobei wir die zur Anfangszeit statt- 
findenden Geschwindigkeiten der Puncto mit v^, (ü^)^, [v^^ etc. 
bezeichnen. Auf der rechten Seite können wir die Integration 
vorläufig nur andeuten. Es kommt also: 

t 



(9) 



|2-'-|2«.^.=j2(xg + 4f + ^S)./. 



Diese Gleichung enthält den gesuchten Satz, und es kommt 
nur noch darauf an, die Bedeutung der auf beiden Seiten befind- 
lichen Ausdrücke näher anzugeben. Wenn eine Masse m sich 

mit der Geschwindigkeit v bewegt, so nennen wir -^ mv^ die leben- 



1 
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dige Kraft der Masse ;^) demnach ist -^ 2mv^ die lebendige 

Kraft des ganzen Systemes von Massen, und die linke Seite der 
Gleichung bedeutet die Zunahme der lebendigen Kraft, welche 
während der Zeit von t^ bis t in dem Systeme stattgefunden hat. 
Was ferner die rechte Seite anbetrifft, so ergiebt sich aus dem, 
was in § 55 gesagt ist, dass der Ausdruck: 



(4;+^S+^SH- 



wenn man von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung ab- 
sieht, die Arbeit bedeutet, welche die auf den ersten Punct wir- 
kende Kraft während der Zeit dt thut; und dementsprechend 
stellt die rechte Seite der vorigen Gleichung die von allen in 
dem Systeme wirksamen Kräften während der Zeit von t^ bis t 
gethane Arbeit dar. Folglich lässt sich die Bedeutung der Glei- 
chung so aussprechen: die während irgend einer Zeit in 
dem Systeme entstehende Vermehrung der lebendigen 
Kraft ist gleich der während derselben Zeit von den 
wirksamen Kräften gethanen Arbeit. 

§ 58. 

Unterschied in Bezug auf die Ausführbarkeit des die 
Arbeit darstellenden Integrals und Einführung de^s 

Ergais. 

Wir sind sowohl beim Gleichgewichte als auch bei der Be- 
wegung zu Gleichungen gelangt, welche die mechanische Ar- 
beit enthalten, und müssen nun den Ausdruck, welcher die letz-* 
tere darstellt, etwas näher betrachten. 

Bezeichnen wir die von t^ bis t in dem Systeme gethane 
Arbeit mit Z, so ist: 




(•»> ^=2^S + ^g+^S) 



dt. 



1) Etwas abweichend von der früher üblichen Bennenungsweise, nach wel- 
cher «it?2 die lebendige Kraft genannt wurde. 
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Hierin sind die Kraftcomponenten Xy Y und Z erstens von den 
Coordinaten der beweglichen Puncte abhängig, denn die auf 
einen Punct wirkende Kraft kann an verschiedenen Stellen des 
Baumes verschieden sein; ferner können sie direct von der Zeit 
abhängen, indem die wirksamen Kräfte mit der Zeit veränderlicK 
sein können; ausserdem können sie von dem augenblicklichen 
Bewegungszustande des Systems abhängen, wie es z. B. bei .der 
vom Luftwiderstande herrührenden Kraft der Fall ist, welche 
von der Geschwindigkeit des bewegten Körpers abhängt. Da nun 
aber die Coordinaten der Puncte und alle mit der Bewegung 
zusammenhängenden Grössen, welche in den Kraftcomponenten 
vorkommen können, als Functionen der Zeit anzusehen sind, so 
kann man auch die Kraftcomponenten selbst als Functionen 
dieser einen Veränderlichen betrachten, und daraus folgt weiter, 
dass der ganze zu integrirende Ausdruck sich ebenfalls als Func- 
tion der Zeit allein darstellen lassen muss. Demnach ist die in 
unserer Gleichung vorgeschriebene Integration immer möglich^ 
sobald die Bewegung hinlänglich bekannt ist, um die Zurtick- 
föhrung des Ausdruckes auf eine Function der Zeit wirklich be- 
werkstelligen zu können, indem es sich dann nur noch darum 
handelt, eine Function von Einer Veränderlichen nach dieser 
Veränderlichen zu integriren. 

Es giebt aber auch Fälle, wo diese Zurückführung nicht 
nothwendig ist, sondern wo man das Integral in der Form 



i 



2:{Xdx + Ydy + Zdz) 



schreiben und die Coordinaten als von einander unabhängige 
Veränderliche betrachten kann, und die Integration doch aus- 
fuhrbar bleibt. Dazu ist erforderlich, dass der unter dem In- 
tegralzeichen stehende Ausdruck das vollständige Differential 
einer Function der Coordinaten der Puncte ist. Die Bezeichnung 
dieser Function wollen wir, wie es auch früher schon bei der 
Einführung des Zeichens U geschehen ist, so wählen, dass wir 
nicht die Function selbst, sondern ihren negativen Werth durch 
einen Buchstaben darstellen, welcher ß sein mag. Dann können 
wir setzen: 

(11) :E{^Xdx + Ydy + Zdz) = — du. 

Dadurch geht die Gleichung (10) über in: 
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= -^dn = n. 



(12) z=-\dn = n^-n, 



worin ii^ den Anfangswerth von Si bedeuten soll. 

Da nun die Grössen S2q und Si nur Functionen der anfäng- 
lichen und schliesslichen Coordinaten der Puncto sind, so folgt 
daraus, dass in diesem Falle die bei irgend einer Bewegung ge- 
thane Arbeit nur von der Anfangs- und Endlage der Puncto 
abhängt, nicht aber von den Zwischenlagen des Systems und von 
der Form der Wege, welche die einzelnen Puncto zurückgelegt 
haben, was natürlich eine grosse Vereinfachung ist. 

Die Grösse ii, welche in so einfacher Weise zur Bestim- 
mung der Arbeit dient, möge nach dem griechischen Worte 'igyov 
(Werk, Arbeit) das Ergal genannt werden. Dann kann man 
die 'Bedeutung der vorstehenden Gleichung so aussprechen: Die 
bei irgend einer Bewegung von allen dabei wirksamen 
Kräften gethane Arbeit ist gleich der Abnahme des 
Ergais. 

§ 59. 
Veränderter Ausdruck der Gleichgewichtsbedingung. 

Mit Hülfe des Ergais kann man dem in § 55 ausgesproche- 
nen Gleichgewichtssatze eine einfachere Form geben. 

Es wurde dort gesagt, es sei für das Gleichgewicht noth- 
wendig und hinreichend, dass für jedes System von virtuellen 
Bewegungen die Summe der von allen Kräften gethanen Arbeits- 
grössen entweder ein unendlich Kleines von höherer als erster 
Ordnung in Bezug auf die Weglängen, oder negativ sei. Wenn 
nun die in dem Systeme wirkenden Kräfte von der Art sind, dass 
sie ein Ergal haben, so wird die Arbeit, jenachdem sie positiv 
oder negativ ist, durch eine negative oder positive Aenderung, 
d. h. eine Ab- oder Zunahme des Ergais dargestellt. Demgemäss 
lautet dann die Gleichgewichtsbedingung: für jedes System 
von virtuellen Bewegungen muss die Veränderung des 
Ergais entweder ein unendlich Kleines von höherer 
Ordnung oder positiv sein. 

Wenn alle virtuellen Bewegungen umkehrbar sind, so gilt 
nur das Erstere, dass die Veränderung des Ergais ein unendlich 
Kleines von höherer Ordnung sein muss, und daraus, dass diese 
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sowohl positiv, als auch negativ sein kann, entsteht der Unter- 
schied des stabilen und labilen Gleichgewichtes. Wenn für alle 
Systeme von virtuellen Bewegungen nur positive Veränderungen 
des Ergais möglich sind, so ist der Werth des Ergais ein Mi- 
nimum; wenn nur negative Aenderungen vorkommen, so ist er 
ein Maximum; wenn endlich bei einigen Systemen von virtuellen 
Bewegungen die Veränderungen positiv und bei anderen negativ 
sind, so ist der Werth des Ergais weder allgemein ein Minimum, 
noch allgemein ein Maximum. Daran schliesst sich nun der 
beim Gleichgewichte vorkommende Unterschied in folgender Weise 
an. Der Fall, wo das Ergal ein Minimum ist, entspricht dem 
stabilen, der Fall, wo das Ergal einMaximum ist, dem labilen 
Gleichgewichte, während in solchen Fällen das Ergal vireder all- 
gemein ein Minimum, noch allgemein ein Maximum ist, auch 
das Gleichgewicht weder vollständig stabil, noch vollständig labü ist. 

§ 60. 
Die Energie. 

Wir kehren nun zu der Gleichung (9) zurück, und setzen 
darin für den an der rechten Seite stehenden Ausdruck der Ar- 
beit die in (12) gegebene Dififerenz. Zugleich wollen wir auch 
für die lebendige Kraft ein besonderes Zeichen einführen, indem 
wir setzen: 



(13) T = -^mv' 



1 
2 

Dann lautet die Gleichung: 
oder anders geschrieben: 

(14) T+n = T,+ S2,. 

Diese Gleichung drückt aus, dassi die Summe aus lebendiger 
Ejpaft und Ergal zu Ende der Bewegung denselben Werth hat, 
wie zu Anfang, und da man die betrachtete Bewegung beliebig 
abgrenzen und somit während ihres ganzen Verlaufes jeden Zeit- 
punct als Endpunct wählen kann, so kann man allgemeiner sagen: 
die Summe aus lebendiger Kraft und Ergal ist wäh- 
rend der Bewegung constant. 
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Für diese Summe^ welche natürlich hei der Behandlung der 
Bewegungserscheinungen eine wichtige Rolle spielt, hat man eineii 
besonderen Namen eingeführt, indem man sie die Energie des 
Systems genannt hat, wodurch der vorige Satz folgenden noch 
kürzeren Ausdruck gewinnt: die Energie bleibt bei der Be- 
wegung constant. Diesen Satz nennt man den Satz von 
der Erhaltung der Energie. 



§ 61. 
Ein Fall, in welchem die Kräfte ein Ergal haben. 

Zu den Fällen, wo ein Ergal existirt, gehört zunächst der 
schon früher in § 5 behandelte Fall, wo die Kräfte, welche 
auf einen beweglichen Punct wirken, sich zerlegen las- 
sen in anziehende und abstossende Kräfte, welche von 
festen Puncten des Baumes ausgehen und ihrer Stärke 
nach irgend welche Functionen der Entfernung sind. 

Es seien ;?', p\j p\ etc. solche feste Puncte mit den Coordi- 
naten x\ y , z\ x\^ y\^ z\ etc. und von den beweglichen Puncten 
sei vorläufig nur Einer p mit den Coordinaten a?, y, z zur Be- 
trachtung ausgewählt. Die Entfernung zwischen p und p heisse 
r\ so dass man hat: 



(15) r'=V{x- wj +{f,- yj + (^ - /)^ 

und die Kraft, mit welcher;?' auf/? wirkt, werden durch /(/) 
dargestellt, und sei abstossend oder anziehend, jenachdem diese 
Function positiv oder negativ ist. Ebenso sei der Abstand 
zwischen p und p\ mit r\ und die von p\ ausgehende Kraft mit 
^(r'i) bezeichnet u. s. f. Wenn man dann folgende neue Func- 
tionen bildet: 



W) =-\f{r)dr' 



etc. 
und darauf setzt: 



(16) ?7 = F{/) + Flr>^ + etc. = :EF{r'\ 



154 IL Das Potential. 

so ist U die Kraftfunction für den Punct />, und man hat: 

dx^ dy* dz' 

In Folge dieser Gleichung kann man schreiben: 

l^u , , du ^ . eu,, \ 

Xdx + Ydy + Zdz = — \~.r- dx -\- -^— dy -^ -r- dz |, 
^ \dx Qy dz I 

und da U eine Grösse ist, welche nur die Coordinaten jt, ^, z 
als Veränderliche enthält, so ist der hier rechts in Klammer 
stehende Ausdruck ihr vollständiges Differential, welches kurz 
mit dU bezeichnet werden kann, und somit ist die geforderte In- 
tegration ohne Weiteres ausführbar, indem man erhält: 

(17) {{Xdx + Ydy + Zdz) = ~ {dU= - U+ Const. 

Hat die Bewegung des Punctes p von einem gegebenen An- 
fangspuncte aus stattgefunden, dessen Coordinaten x^^, y^, z^ heis- 
sen mögen, und nennen wir den Werth, welchen die Function ü 
an dieser Stelle hat, C^, so gilt für die Arbeit, welche, bei der 
Bewegung von dort aus bis zu dem Puncte ar, y, z von den wirk- 
samen Kräften gethan ist, die Gleichung: 

(18) L=U,-U, 

Daraus folgt, dass bei dieser Art von Kräften das oben Gesagte 
gilt, dass nämlich, wenn der Anfangs- und Endpunct der Bewegung 
gegeben sind, die Arbeit vollständig bestimmt ist, ohne dass man 
den Weg, auf welchem der Punct von der einen Stelle zur 
anderen gelangt ist, zu kennen braucht. Ja man kann noch 
mehr sagen : es brauchen nur die beiden Niveauflächen, in welchen 
der Anfangs- und Endpunct liegen, und welche bekanntlich be- 
stimmten Werthen der Function U entsprechen, gegeben zu sein, 
um die Arbeit vollständig bestimmen zu können. 

Die vorstehenden Betrachtungen können wir nun leicht auf 
den Fall ausdehnen, wo nicht blos Ein beweglicher Punct /?, 
sondern ein ganzes System beweglicher Puncte /?, p^, p^ etc. ge- 
geben ist, während die Kräfte, welche auf sie wirken, wie vorher, 
von den festen Puncten p', p\, p\ etc. ausgehen. In diesem 
Falle giebt es für jeden der beweglichen Puncte eine Kraftfunction 
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der vorher besprochenen Art, und wenn man diese der Eeihe 
nach mit Z7, U^ U^y etc. bezeichnet, so kann .man schreiben: 

2:{Xdx ^Ydy + Zdz) = - dU - dJJ^ - dU^ - etc. 

= -d{ü+ U,+ ?72 + etc.). 

Die hier auf der rechten Seite in Klammer stehende Summe 
kann man auch in folgender Weise bezeichnen: 

(19) ü+ U^.+ U, + etc. = 2F{/\ 

worin aber das Summenzeichen eine weitere Bedeutung hat, als 
in der Gleichung (16), indem es nicht blos so viele Glieder um- 
fasst, als feste Puncte vorhanden sind, sondern so viele, als es 
Combinationen von je einem beweglichen mit einem festen Puncte 
giebt. Die obige Gleichung lautet demnach: 

(20) 2:{Xdw + Ydy + Zdz) = - d2F{r). 

Der zu integrirende Ausdruck isif also auch für beliebig viele 
bewegliche Puncte auf die Form eines vollständigen Differentials 
zurückgeführt und die durch 2F[r) dargestellte Grösse ist so- 
mit das Ergal. 

§ 62. 

Ein anderer Fall, in welchem die Kräfte ein Ergal 

haben. 

Ein anderer Fall, welchen wir zu betrachten haben, ist der, 
wo die beweglichen Puncte unter einander selbst an- 
ziehende oder abstossende Kräfte ausüben, welche 
ihrer Stärke nach irgend welche Functionen der Ent- 
fernung sind. 

Der Abstand der beiden Puncte p undj!?i, deren Coordinaten 
Xj y, z und x^^ y^, z^ sind, heisse r, so dass man hat: 



(21) r = Y{x- <v,Y + {y-y,? +{z- z,)\ 

und die Kraft, welche sie auf einander ausüben, sei durch (p{r) 
bezeichnet. Diese Kraft wirkt auf beide Puncte mit gleicher 
Stärke und in entgegengesetzter Richtung, und sie kommt daher 
in der Formel für die Gesammtarbeit zweimal vor, erstens am 
Puncte p, wo ihre Componenten sind: 
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. r ' r ' r 

und zweitens am Puncte />p wo ihre Oomponenten sind: 

z —" z 

r ' r 

Nun hat man in Folge von (21): 



tp{rf' ^-; tpir)^' -^; y(r)^ 



9r «r — a\ , ör a?, — sc 

--- = -^ und - = -^ 

ov r ox^ r 

und man kann daher, wenn man noch die Function <P[r) mit 
der Bedeutung: 



einführt, schreiben: 



4>(r) = — \(f}{r)dr 



V 



, ^x — X, ^ dr d4>(r) 
9(r)---^ = y(r)^^.= ^ 

,r, — ^ . ^ dr d<P{r) 

y(rH--- = y(r)^=--^-. 

Entsprechende Gleichungen gelten auch für die Componenten 
nach der y- und 2:-Bichtung, und die sechs Componenten der 
beiden entgegengesetzten Kräfte werden daher durch folgende 
Differentialcoefficienten dargestellt : 

dfp{r) d(p{r) ö*(r) 

__^ • _^_ • _^_ • 

dx ' ^y ' dz ' 

d(p(r) d(p(r) d^{r) 

dx^ ' dy^ ' dz^ 

Nimmt man nun aus der ganzen Summe: 

2:{Xdx + Ydy + Zdz) 

den Theil heraus, welcher sich auf diese beiden entgegengesetz- 
ten Kräfte bezieht, so lautet derselbe: 



64} {r) - , ö*(r) , , ö*(r) , 



-( 
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und der hier in Klammer stehende Ausdruck ist, da r nur von 
den sechs Grössen a?, y, z^ x^, y^, z^ abhängt, und daher auch 
(P(r) als eine Function dieser sechs Grössen zu betrachten ist, 
ein vollständiges Differential, wofür man einfach dib{r) schreiben 
kann. 

Ebenso giebt jede zwischen zwei beweglichen Puncten wir- 
kende Kraft sechs Glieder, welche zusammen ein vollständiges 
Differential bilden. Man kann daher, wenn nur solche Kräfte 
vorkommen, welche die beweglichen Puncte unter einander aus- 
üben, schreiben: 

(22) 2{Xdsc + Ydy + Zdz) = - d^{r) - d4>^{r^) - etc. 

= -d[4>(r) + ^P,{r,) + etc.] 

worin die an der rechten Seite angedeutete Summe so viele 
Glieder enthält, als sich aus den beweglichen Puncten Combina- 
tionen zu je zweien bilden lassen. Es existirt somit auch für 
diesen FaU ein Ergal, welches durch 2(I>{r) dargestellt wird. 

Nimmt man nun endlich den Fall an, dass die beiden j?e- 
trachteten Arten von Kräften gleichzeitig wirken, dass also die 
beweglichen Puncte Anziehungs- und Abstossungs- 
kräfte sowohl von festen Centren aus erleiden, als auch 
unter einander selbst ausüben, so braucht man nur die 
beiden vorher gewonnenen Resultate zu vereinigen. Man erhält 
dann: 

(23) ^(Zrfa? + Ydy + Zdz) = - d2:F{r) - rf^*(r) 

worin sich auf der rechten Seite die erste Summe auf alle Com- 
binationen je eines beweglichen Punctes mit einem festen Puncte, 
und die zweite Summe auf alle Combinationen der beweglichen 
Puncte unter einander zu je zweien bezieht. Der in der eckigen 
Klammer stehende Ausdruck ist also das Ergal, so dass wir 
setzen können: 

(24) n = 2:F{r) + :2^{r), 



X 
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§ 63. 

Potential eines entweder in einzelnen Puncten con- 
oentrirten oder durch einen Baum stetig verbreiteten 

Agens auf ein anderes. 

Wir wollen nun die vorher gemachten Annahmen in derselben 
Weise weiter specialisiren, wie wir es in § 6 und 7 gethan haben, 
um von der allgemeinen Kraftfunction zur Potentialfunction zu 
gelangen. Es soll nämlich angenommen werden, dass sich in 
den Puncten, welche auf einander wirken, gewisse 
Mengen von Agentien befinden, welche die Wirkung 
ausüben und erleiden, und dass ferner die Kräfte de*m 
Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional 
seien. 

Die in den beweglichen Puncten p, p^, p^ etc. befindlichen 
Mengen seien q, q^, q^ etc.,^) und die in den festen Puncten p\ 
Pv P% ^*^' befindUchen Mengen y , q\^ q\ etc. Die Kraft, welche 
die Mengen q und q\ welche um die Strecke r von einander 
entfernt sind, auf einander ausüben, wird durch 

r ' 

dargestellt, worin e ein Factor ist, welcher von der Natur der 
Agentien und von den gewählten Einheiten abhängt. Nehmen 
wir an, dass alle auf einander wirkenden Agentien von gleicher 
Natur seien, und dass zwischen ihnen nur solche Unterschiede 
vorkommen, die sich dadurch ausdrücken lassen, dass man die 
Mengen theils positiv theils negativ in Rechnung bringt, so ist 
jener Factor für alle vorkommenden Combinationen von. zwei 
Mengen gleich, und wir haben ihn oben für diesen Fall zum 
Unterschiede mit b bezeichnet. 



1) Für die in den Panoten befindlichen Mengen der wirksamen Agentien 
•sind andere Zeichen gewählt, als für die in denselben Puncten befindlichen 
materiellen Massen, welche mit m, mi, m^ etc. bezeichnet warden, weil näm- 
lich die Agentien, welche die Kräfte ausüben, von den Massen, welche da- 
-durch in Bewegung gesetzt werden, verschieden sein können. Denkt man 
sich z. B. ein ponderables Molecül, welches mit Electricität geladen ist, so 
k:ann man sich vorstellen, dass durch die Kraft, welche die Electricität erlei- 
det, nicht nur diese selbst, sondern auch das Moleoül, an welchem sie haftet, 
in Bewegung gesetzt wird. 
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Wir erhalten demnach für die Function, welche die Kraft 
zwischen zwei Mengen ausdrückt, die Form: 



/ 



/(/) 



£ 



und daraus folgt: 



£1 



Bilden wir nun die in den Gleichungen (19) und (20) vorkom- 
mende Summe JSF{r), für welche wir in diesem Falle ein be- 
sonderes Zeichen W einführen wollen, so erhalten wir: 



(25) r'= f 2 



£1 

r 



worin das Summenzeichen alle Combinationen je einer der Mengen 
q mit einer der Mengen q umfasst, und r der zu jeder Combi- 
nation gehörige Abstand ist. 

Diese Grösse W ist das Potential des Systemes der 
q auf das System der q. Da in ihr die Mengen q und q in 
ganz gleicher Weise vorkommen, so kann man sie auch das 
Potential des Systemes der q auf das System der q\ oder 
auch das Potential der beiden Systeme auf einander 
nennen. 

Man kann die vorige Summe in der Weise zerlegen, dass 
man immer die Glieder, welche eine und dieselbe Menge des 
Systemes der q enthalten, zusammenfasst und daraus Partiai- 
summen bildet, welche man dann noch addiren muss, um die 
G-esammtsumme zu erhalten. Diese Partialsummen lauten, wenn 
man jedesmal die allen Gliedern gemeinsame Menge vor das 
Summenzeichen setzt: 



1 2 

worin die verschiedene Bezeichnung der Abstände r', r j, r\ etc. 
andeuten soll, dass in jeder Summe die Abstände von dem Puncte 
aus gerechnet werden müssen, wo sich die vor dem Summen- 
zeichen stehende Menge befindet. Nun sind aber die Grössen: 






160 IL Das Potential. 

die Werthe der Potentialfunction des Systeraes der q an 
den Puncten, wo sich die Mengen q, q^, q^ etc. befinden, und 
wir wollen diese Werthe dem Früheren entsprechend mit F, F\, 
V\ etc. bezeichnen, dann lauten jene Partialsummen: 

9^'> 9i^\' <lJ'\ etc. 

und dadurch geht der Ausdruck für das Potential über in: 

(26) W'=^qV\ 

Man kann statt dieses Ausdruckes auch den ihm analogen 
schreiben, welcher- entsteht, wenn man die beiden Systeme unter 
einander vertauscht. Sei nämlich V die Potentialfunction des 
Systemes der q an der Stelle, wo sich eine der Mengen q be- 
findet, so ist: 

(26a) W'=:E(iV. 

Wenn die Agentien, welche auf einander wirken, nicht in 
einzelnen Puncten concentrirt sind, sondern Räume stetig aus- 
füllen, so muss man sie in Elemente zerlegen, und statt der 
Summenzeichen Integralzeichen einführen. Dadurch erhält man 
an Stelle der Gleichung (25): 

(27) jfT'^.xxdidq 



-A 



worin sich die eine Integration über das ganze Agens q und die 
andere über das ganze Agens q erstreckt. Durch Einfuhrung 
der Potentialfunction des einen oder des anderen Agens er- 
hält man: 



(28) 



W'=[rdq=[vdq. 



§ 64. 

Potential eines Systemes von Puncten, welche mit 

Agens versehen sind, oder eines durch einen Raum 

stetig verbreiteten Agens auf sich selbst. 

Wir betrachten nun in derselben Weise die Kräfte, welche 
die Bestandtheile des beweglichen' Systemes auf ein- 
ander ausüben. Gehen wir zuerst wieder von dem Falle aus, 
dass einzelne Mengen y, y^, q^ etc. des Agens in Puncten con- 
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centrirt sind, so ist ohne Weiteres klar, dass die in (22) vor- 
kommende Summe -2'0(r), welche wir für unseren jetzigen Fall 
mit W bezeichnen wollen, folgende Form annimmt: 



(29) r=€2— 



worin das Summenzeichen sLch auf alle Combinalionen der Mengen 
q zu je zweien bezieht, und r die betreffenden Abstände bedeutet. 
Diese Grösse ist das Potential des mit den Mengen q, q^, 
^2 etc. versehenen Systemes von Puncten auf sich selbst. 
Für den Fall, dass das Agens einen Raum stetig ausfüllt, 
muss man setzen: 



(30) W 



_li{dqdq, 
"2IJ r 



worin die Integration zweimal über dasselbe Agens auszuführen 
ist. Bedeutet V die Potentialfunction des betrachteten Agens 
an der Stelle, wo sich eins seiner eigenen Elemente dq befindet, 
so geht der vorige Ausdruck über in: 

(31) fr=l^Fdg. 

Der Factor ^, welcher in diesen Ausdrücken enthalten ist, 

obwohl er sich in den entsprechenden Ausdrücken (27) und (28) 
nicht findet, musste in diesem Falle deshalb hinzugefügt werden, 
weil in den Integralen jedes Product aus zwei Elementen dq„^ und 
dqn doppelt vorkommt, einmal in der Anordnung dq^, dq^ und 
das andere Mal in der Anordnung dq^ dq^ , während es in dem 
Potentiale nur einmal vorkommen darf. 

Ausser diesem umstände ist bei den Formeln für W noch 
ein anderer Umstand zur Sprache zu bringen. Unter den un- 
endlich vielen Combinationen von je zwei Elementen, welche jene 
Integrale in sich begreifen, kommen auch solche vor, welche 
nicht zwei verschiedene Elemente, sondern zweimal dasselbe Ele- 
ment enthalten. Der einer solchen Combination entsprechende 
Theil des Gesammtintegrales ist aber nicht in dem Sinne auf- 
zufassen, dass man in dem Ausdrucke ^ den Nenner r ab- 

solut gleich Null zu setzen hat, sondern man kann sich das 
Element dq wieder in unendlich viele Theile zerlegt denken, 

Clansius, Potentialfunctiou usw. 3. Aufl. 11 
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deren jeder ein unendlich Kleines von höherer Ordnung ist, und 
kann nun durch entsprechende Combination dieser Theile unter 
einander ebenso das Potential der unendlich kleinen Menge dq 
auf sich selbst bilden, wie in dem Ausdrucke (30) das Potential 
einer endlichen Menge auf sich selbst gebildet ist. In diesem 
Potentiale des Elementes dq auf sich selbst kommen dann wieder 
Glieder vor, in denen je einer der in höherer Ordnung unend- 
lich kleinen Theile mit sich selbst combinirt ist. Mit emem 
solchen Gliede kann man dann wieder ebenso verfahren, wie vor- 
her mit dem Gliede — ^--?, und kann so beliebig weiter fortfahren. 

r 

Es fragt sich nun, ob dieser Umstand, dass in dem Integrale 
auch die Potentiale der einzelnen Elemente auf sich selbst ent- 
halten sind, wegen des darin vorkommenden unendlich kleinen 
Nenners der bestimmten Ausführung der Integration hinderlich 
ist, und, wenn dieses nicht der Fall sein sollte, ob diese Poten- 
tiale der einzelnen Elemente auf sich selbst einen solchen Ein- 
fluss auf den Werth des Gesammtpotentials haben, dass sie bei 
der Ausführung der Integration irgendwie besonders berück- 
sichtigt werden müssen. 

Beide Fragen lassen sich am leichtesten beantworten, wenn 
wir die in (31) gegebene zweite Formel von W betrachten, weil 
wir die darin vorkommende Function V schon oben vollständig 
behandelt haben, und daher die Transformationen, welche bei 
der in (30) gegebenen ersten Formel nöthig wären, nicht mehr 
auszuführen brauchen. Dabei versteht es sich dann von selbst, 
dass, was für die zweite Formel gilt, auch für die erste gelten 
muss, da jene in vereinfachter Form ganz dasselbe ausdrückt 
wie diese. 

Wir wissen aus dem Früheren, dass die Potentialfunction 
auch im Innern des von dem Agens stetig erfüllten Raumes 
überall einen endlichen Werth behält, und demnach muss auch 

das Integral \ Vdq einen vollständig bestimmten endlichen Werth 

haben, wodurch die erste Frage entschieden ist. Was femer die 
zweite Frage anbetrifft, so haben wir in § 11 unter (25) die 
Potentialfunction in folgender Form dargestellt: 



= '\V 



\ 
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worin da das Element des körperlichen Winkels ist. In dieser 
Form ist der Abstand r nicht nur aus dem Nenner verschwun- 
den, sondern er kommt sogar als Factor vor. Daraus folgt, 
dass, wenn man sich um den Punct, auf welchen sich die Poten- 
tialfunction bezieht, und welcher in dieser Formel zugleich der 
Mittelpunct der Polarcoordinaten ist, einen unendlich kleinen 
Kaum abgegrenzt denkt, es auf den Werth von V nur einen 
unendlich kleinen Einfluss haben kann, ob man bei seiner Be- 
rechnung die in diesem kleinen Räume enthaltene Menge des 
Agens berücksichtigt oder nicht. Demnach können wir auch bei 

dem Integral I Vdq sagen, es macht nur einen unendlich kleinen 

Unterschied, ob bei der Bestimmung von V die kleine Menge 
dq mitgerechnet oder fortgelassen ist, und wenn man annimmt, 
dass das letztere geschehen sei, d. h. dass in den verschiedenen 

Gliedern Vdq, V^dq^ Vndqn, welche in dem Integrale 

vorkommen, die Werthe von V, V^ F„ immer so bestimmt 

seien, dass dasjenige Element, mit welchem die Potentialfunction 
multipUcirt ist, in ihr selbst nicht vorkommt, so fallen dadurch 
aus dem Integrale die Combinationen, welche zweimal dasselbe 
Element enthalten, fort. Da somit der Unterschied, welcher in 
dem Gesammtintegrale dadurch entsteht, dass man die Potentiale 
der einzelnen Elemente auf sich selbst entweder miteinbegreift, 
oder fortlässt, nur ein unendlich kleiner ist, so folgt daraus, 
dass es durchaus nicht erforderlich ist, diese Potentiale in irgend 
einer Weise speciell in Betracht zu ziehen. 

Ganz anders verhält es sich in dem zu Anfang dieses § be- 
trachteten Falle, wo wir uns endliche Mengen des Agens in ein- 
zelnen Puncten concentrirt dachten. In diesem Falle würde es 
einen wesentlichen Unterschied machen, wenn man das betreffende 
Potential so verstehen wollte, dass darin nicht nur die Potentiale 
der verschiedenen Mengen auf einander, sondern auch die Poten- 
tiale der einzelnen, in Puncten concentrirten Mengen auf sich 
selbst enthalten sein müssten. Bei der letzteren Auffassung 
würde man zu einem Potentiale von unendlicher Grösse gelangen, 
und man muss daher, wenn man einen endlichen Werth behalten 
will, die ' Potentiale der einzelnen Mengen auf sich selbst fort- 
lassen. Daraus folgt dann aber, dass die erhaltene Grösse, 
welche oben „das Potential des mit den Mengen q, q^, q^ etc. 
versehenen Systemes von Puncten auf sich selbst" genannt wurde, 



164 II. Das Potential 

nicht als gleichbedeutend mit dem Potentiale des gesammten in 
den Puncten befindlichen Agens auf sich selbst zu betrachten ist. 
-Uebrigens ist der Fall, wo endliche Mengen eines Agens in 
mathematischen Puncten concentrirt sind, nur ein fingirter, der 
in der Wirklichkeit nicht vorkommen kann. Es kommt daher 
bei Betrachtung wirklich vorkommender Fälle die zuletzt er- 
wähnte Unterscheidung gar nicht zur Sprache. 

§ 65. 
Anwendung der Potentiale zur Bestimmung der Arbeit. 



Ebenso wird die Arbeit derjenigen Kräfte, welche die Theile 
des beweglichen Agens auf einander ausüben, dargestellt durch 
die Abnahme des Potentials des beweglichen Agens auf sich 
selbst, welches oben mit W bezeichnet wurde, und der Ausdruck 
für diese Arbeit ist daher: 

r, - r. 

Wenn man endlich beide Arten von Kräften berücksichtigen 
will, so muss man auch beide Potentiale anwenden, und erhält 
als Ausdruck der Arbeit: 

In diesem Falle kann man die Sache aber auch noch anders 
ausdrücken. Denkt man sich nämlich noch das Potential des 






JMit Hülfe der in den vorigen §§ definirten Potentiale lassen 
sich nun die Arbeitsgrössen ebenso darstellen, wie es schon oben 
beim Ergal auseinandergesetzt wurde, da das Potential ja nur 
ein specieller Fall des Ergais ist. Indessen möge es wegen der 
vielfachen Anwendungen des Potentials hier noch einmal kurz 
angeführt werden. 

Wenn ein Agens, dessen Theile beweglich sind, seien diese 
Theile nun in einzelnen Puncten concentrirt, oder durch einen | 

B;aum stetig verbreitet, sich unter dem Einflüsse eines festen 
Agens bewegt, so wird die Arbeit, welche dabei von den Kräften 
des letzteren gethan wird, dargestellt durch die Abnahme des 
Potentials des festen Agens auf das bewegliche. Bezeichnen wir 
also dieses Potential, wie oben, mit W, und seinen Anfangs- 
werth mit W\, so ist die Arbeit: 
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festen Agens auf sich selbst gebildet, welches W" heissen möge, 
80 ist die Summe W+W*+W" das Potential des gesammten 
Agens, des festen und beweglichen zusammen, auf sich selbst. 
Bei der Bewegung des beweglichen Agens bleibt nun das Poten- 
tial W*' des festen Agens auf sich selbst unverändert, und der 
Ausdruck für die Arbeit äadert daher seinen Werth nicht, wenn 
man dieses Potential darin mit aufnimmt, und 'schreibt: 

(r+ w'+ r")o- (r+ w'+ o. 

Wenn man also das feste und bewegliche Agens zusammen als 
ein Granzes betrachtet, und dessen Potential auf sich selbst bil- 
det, so stellt die Abnahme dieses Potentials die Arbeit aller 
wirksamen Kräfte dar. 

Ebenso wie bei der Bestimmung der Arbeit gilt natürlich 
auch bei der Pormulirung der Gleichgewichtsbedingung und bei 
der Bestimmung der Energie Alles, was oben allgemein vom 
Ergal gesagt ist, in dem speciellen Falle, wo nur Anziehungs- 
und Abstossungskräfte vorkommen, welche dem Quadrate der 
Entfernung umgekehrt proportional sind, vom Potential. 



Znsatz L 

Ableitung der in § 17 erwähnten Form der Potential- 

function eines homogenen Körpers. 

In den ersten Auflagen dieses Buches habe ich eine eigen- 
thümliche Form der Potentialfunction eines homogenen Körpers 
entwickelt, welche sich durch ihre Einfachheit und die Leichtig- 
keit, mit welcher sich aus ihr gewisse Schlüsse ziehen lassen, 
auszeichnet. Diese Form habe ich in der yorliegenden Auflage 
im Texte fortgelassen, um dort die Uebersichtlichkeit nicht durch 
zu grosse Breite zu stören. Indessen scheint sie mir doch ein 
hinlängliches Interesse darzubieten, um sie hier in einem Zusätze 
mitzutheilen. 

Wenn man in dem in § 7 unter (la.) gegebenen Ausdrucke 
der Potentialfunction, nämlich 



=-rf 



das Mengenelement dq durch das Product kdx ersetzt, worin 
dx das Raumelemeift und k die als constant vorausgesetzte Dichtig- 
keit bedeutet, so kommt: 



= '^JT' 



und wenn man hierin ferner, wie in § 11, für c?t das Product 
r^drda einführt, worin do das Element des körperlichen Winkels 
darstellt, so lautet die Gleichung: 



=4 



rdrdo 



oder anders geschrieben: 



1 
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= fc^lrfai 



(1) F=ti\da\rdr, 

Verfährt man mit diesem Ausdrucke so, wie es in § 22 mit dem 
unter (77) gegebenen Ausdrucke von X geschehen ist, so erhält 
man zunächst durch Integration nach r 



(2) 



= '-^Y±Ji,'^:B,'±&tc.)do. 



Setzt man hierin ferner, wie es dort geschehen ist: 

(3) do = ± -p2^^'^ 

worin dco das Oberflächenelement bedeutet, welches dem Elemente 
des körperlichen Winkels da entspricht, und i den Cosinus des 
Winkels darstellt, welchen die auf dm nach Aussen hin errichtete 
Normale mit dem von p nach dca gezogenen und darüber hinaus 
verlängerten Leitstrahle bildet, und wählt man dabei die Vor- 
zeichen in der dort erläuterten Weise, so erhält man: 

(A) V='^\ida,, 

worin das Integral sich einfach über die ganze Oberfläche des 
gegebenen Körpers zu erstrecken hat. Dieses ist der erwähnte 
neue Ausdruck der Potentialfunction eines homogenen Körpers, 
welcher sowohl für Puncte innerhalb des Körpers, als auch für 
Puncte ausserhalb desselben gültig ist. 

Mit Hülfe dieses Ausdruckes lässt sich der Werth von JV 
für innerhalb und ausserhalb des Körpers gelegene Puncte leicht 
bestimmen. Es ist nämlich: 






CO, 



Um die hierin angedeuteten Differentiationen auszufuhren, müs- 
sen wir i ausdrücken. Die Cosinus der Winkel, welche der nach 
d(o gezogene Leitstrahl mit den Coordinalenaxen bildet, mögen 
mit a, b, c und die Cosinus der Winkel der auf da) errichteten 
Normale mit den Coordinatenaxen mit (x, ß, y bezeichnet werden; 
dann ist: 



168 



Zusatz I. 



(5) t = aa + bß+ cy. 

Ferner ist, wenn |, ?;, f die Coordinaten des Elementes doa sind: 



(6) 



.t _ 



C-z 



ß = - • = - - — • c = - 

B ' B • B 



Dadurch geht die vorige Gleichung über in: 



B 



(7) t = 

und zugleich ist: 

Hiernach können wir die Differentialcoefficienten von i bilden, 
und bekommen: 

di ^ — X . a 



(9) 



(10) 



dw 


~ m 


' B 






di 
dy~ 


V y 

~ B' 


•■-f 






di 
dz 


= B^ ' 


'-i 








3(^- 


-xY'- 

B" 


B\ 

— t ■ 


-^^F« 


dH 
df 


3(1;- 


-yf- 

B* 


B\ 
— t 


-^I^K 


dH 
dz"- 


3(':- 


-zf- 


B\ 

— t - 


-2 J^^- 



Wenn man diese drei Gleichungen addirt, so heben sich die 
ersten Glieder an der rechten Seite auf, und es bleibt: 

ds^ 

m 

t 



(11) 



dS . dH ^dH^_^ (,^-a^) « + (> ;-y)/9+(C-;g)y 



dx^ dy 



2^ 



= -2 



B 



2> 



und dadurch geht die Gleichung (4) über in: 



(12) 



JF 



= -'ni' 



do). 
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Hierin kann man nun gemäss (3) wieder dö für dm einführen 
Dabei ist^ wie es in § 22 auseinandergesetzt wurde^ in solchen 
Fällen, wo ein Leitstrahl die Oberfläche mehrmals schneidet, 
dasselbe Element d(T mehrmals mit verschiedenen Vorzeichen zu 
setzen, und man erhält dadurch, jenachdem der Punct jo" inner- 
halb oder ausserhalb des Körpers liegt, eine der beiden Glei- 
chungen: 



(13) 



= -f/t((l- 



JV= -fk\{\-\ + \- etc.) da 



\ 



JV= -"«>t\(-l + l-etc.) rfa, 



von denen die erstere in der Klammer eine ungerade und die 
letztere eine gerade Anzahl von Gliedern hat. In der ersteren 
Gleichung heben sich die in der Klammer stehenden Glieder, 
mit Ausnahme des ersten, gegenseitig auf, und es bleibt: 

AV^^ — tk\dny 



=-'4 



worin die Integration über den ganzen körperlichen Winkelraum 
auszuführen ist, so dass man endlich erhält: 

(14) /IV= — inek. 

In der zweiten Gleichung heben sich alle in der Klammer stehen- 
den Glieder gegenseitig auf, und es kommt; 

(15) JV=0, 

welches die beiden zu beweisenden Gleichungen sind. 

In Bezug auf die ersten Ableitungen des unter (A) gegebenen 
Ausdruckes von V stellt sich ein eigenthümliches Verhalten 
heraus. Indem man die Gleichung {A) nach x differentiirt, er- 
hält man: 

dcv 2 jö^ 2 j\ i2^ m 

Wenn man hierin für den Bruch --^, welcher den Cosinus 
des Winkels bedeutet, den der vom Puncte p nach dem I^lächen- 
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elemente dto gezogene Leitstrahl mit der x-Axe bildet, den oben 
eingeführten Buchstaben a setzt, so lautet die Gleichung: 

Vergleicht man hiermit den in § 20 unter (56) gegebenen Aus- 
druck Yon X, nämlich: 



(18) 



= — ^'f'l^^w, 



so scheint es auf den ersten Blick, als ob die aus der Bedeutung 
der Potentialfunction hervorgehende Gleichung 

nicht erfüllt wäre. Es lässt sich aber durch eine geometrische 
Betrachtung nachweisen, dass der Ausdruck, um welche die linke 
und rechte Seite dieser letzten Gleichung scheinbar von einander 
verschieden sind, sich auf Null reducirt. 

Wir wollen diesen Nachweis dadurch führen, dass wir zeigen, 
dass man aus derselben Gleichung, aus welcher der oben unter 
(18) gegebene Ausdruck von X abgeleitet ist, auch einen anderen 
Ausdruck ableiten kann. Der Allgemeinheit wegen wollen wir dabei 
statt der speciell nach der x- Richtung gehenden Kraftcomponente, 
die in die Richtung einer beliebigen durch p gezogenen Geraden 
/ fallende Kraftcomponente L betrachten. Die zur Bestimmung 
dieser Kraftcomponente dienende Gleichung lautet, wenn wir den 
Winkel, welchen der Leitstrahl mit der Geraden / bildet, mit & 
bezeichnen, und demgemäss in der in § 22 unter (77) gegebenen 
Gleichung cos i^- an die Stelle von a setzen, folgendermaassen: 

(20) Z = - tA I da cos &\dr 



= —tA i da cos & i 



und hieraus erhält man durch Integration: 



(21) 



Z = — t^ i (± Äj ip ^2 ± etc.) cos d-da, 



welche Gleichung den beiden in § 22 unter (78) und (78 a.) ge- 
gebenen Gleichungen entspricht. R^, R^ etc. bezeichnen wie 
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dort die Längen, welche der von p ausgehende Leitstrahl bis zu 
den Puncten hat, wo er die Oberfläche schneidet. Von den 
beiden Vorzeichen, welche vor jedem R stehen, ist das obere zu 
nehmen, wenn der Leitstrahl, indem er wächst, die Oberfläche 
von innen nach aussen durchschneidet, und das untere, wenn er 
die Oberfläche von aussen nach innen durchschneidet. Das In- 
tegral ist, wenn p innerhalb des Körpers liegt, über den ganzen 
körperlichen Winkelraum 4;r zu nehmen, und wenn p ausserhalb 
des Körpers liegt, über den Theil des körperlichen Winkelraumes, 
innerhalb dessen die von p ausgehenden Leitstrahlen die Ober- 
fläche des Körpers treffen. 

Wir fuhren nun, um das Element da auszudrücken, Polar- 
coordinaten um den Punct p ein, indem wir die durch p gehende 
Gerade / als Axe nehmen, und dann unter i?-, wie vorher, den 
Winkel des Leitstrahles mit der Axe verstehen, und mit (p den 
Winkel bezeichnen, welchen die durch die Axe und den Leit^ 
strahl gelegte Ebene mit einer anderen durch die Axe gehenden 
festen Ebene bildet. Dadurch geht die Gleichung (21) über in: 



(22) 



Z = — €>i' ii (± ^1 qijBg ± ^t^O ^^s ^ sin i^dd-dcp. 



Hierin wollen wir unsere Aufmerksamkeit zunächst nur auf das 
Integt'al nach & richten, welches wir der Kürze wegen durch 
einen einfachen Buchstaben bezeichnen wollen, indem wir setzen: 



(23) 



/= l(± Äj ifi ^2 ± ötc.) cos & sin »di)-. 



Dieses Integral bezieht sich auf die Curve, in welcher eine 

von der Axe aus nach der durch den Winkel q) bestimmten 

Richtung gehende Ebene die Oberfläche des Körpers schneidet, 

und es ist für unseren Zweck vortheilhaft, das Bogenelement ds 

dieser Curve statt des Winkelelementes d& anzuwenden. Wenn 

an der Stelle, von wo aus wir die Länge s des Bogens rechnen 

wollen, der Leitstrahl die Oberfläche in der Richtung von innen 

nach aussen durchschneidet, so nehmen wir s nach der Seite 

hin als wachsend an, wohin & wächst, im anderen Falle umge- 

d& 
kehrt, so dass -^ im ersteren Falle positiv, im letzteren negativ 

ds 

ist. Wenn dann die Curve in ihrem weiteren Verlaufe sich so 
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biegt, dass die Dorchschnittsrichtung des Leitstrahles sich um- 
kehrt, so macht es sich von selbst, dass an derselben Stelle anch 

-r- sein Vorzeichen ändert. Demnach hat -r- immer dasselbe 
as as 

Vorzeichen, mit welchem der zu diesem Bogenelemente gehörige 

Leitstrahl R in der vorigen Gleichung zu nehmen ist, und man 

dd- 

kann daher statt ± B d& schreiben R -r- äs. Da ferner zu 

as 

jedem Elementarwinkel dd- gerade so viele Bogenelemente ds 

gehören, als die vorige Gleichung verschiedene Werthe von R 

enthält, so geht die Gleichung über in: 

(24) /^fiZcos^sinä-^e/^, 

worin R und A-j da der Winkel y bei der Integration constant 
ist, als Functionen von s zu betrachten sind. 

Wir wollen nun den zu integrirenden Ausdruck in zwei Fac- 
toren zerlegen, welche in der . folgenden Gleichung durch einen 
Punct von einander getrennt sind: 

J=\r sin d^.GOSd^-J-ds, 

und auf dieses Product wollen wir die Methode der theilweisen 

d& 
Integration anwenden. Da das Integral von cos & -z- ds ein- 
fach sin & ist, so erhalten wir, wenn wir die Grenzwerthe von R 
und & mit Ä', i?-' und Ä", i^*" bezeichnen: 



(25) 



/= iT'sin* S-" - If sin' »' - ( sin {f^-^^-^^ds. 



Die beiden ersten Glieder dieses Ausdruckes sind entweder gleich 
Null, oder, wenn sie angebbare Werthe haben, so heben sie sich 
gegenseitig auf. Da nämlich unsere Integration von der ge- 
schlossenen Durchschnittscurve, welche die Ebene mit der Körper- 
oberfläche bildet, nur den Theil umfassen soll, welcher an der 
einen Seite der Axe liegt (denn die nach der entgegengesetzten 
Seite der Axe gehende andere Hälfte derselben Ebene entspricht 
einem anderen Werthe von <jp, der um 180^ von dem hier an- 
genommenen verschieden ist), so sind in Bezug auf die Grenzen 
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der Integration Äwei Fälle möglich. 1) Wenn von der Curve 
nur ein Stück -an der einen Seite der Axe liegt, so liegen die 
beiden Endpuncte dieses Stückes in der Axe selbst, und die 
Grenzwerthe &' und &'' des Winkels & sind daher entweder 
oder 7ty woraus folgt, dass sin &' und sin &", und mit ihnen jene 
beiden Glieder einzeln gleich Null werden. 2) Wenn die ganze 
geschlossene Curve an der einen Seite der Axe liegt, so fällt ihr 
Endpunct mit dem Anfangspuncte zusammen. Die beiden Grenz- 
werthe sowohl von R als auch von ^9" sind also unter einander 
gleich, und jene beiden Glieder heben sich gegenseitig auf. Es 
kann auch vorkommen, dass die beiden erwähnten Fälle zugleich 
stattfinden oder einer von ihnen sich mehrmals wiederholt, da 
die Durchschnittscurve einer Ebene mit der Körperoberfläche 
aus mehreren in sich geschlossenen Theilen bestehen kann; aber 
dadurch wird an dem Resultate, dass die bei^^en ersten Glieder 
des vorigen Ausdruckes fortfallen, nichts geändert. Es bleibt 
also nur das letzte Glied zu betrachten, und wenn wir dieses 
noch dadurch abändern, dass wir unter dem Integralzeichen mit 
R multipliciren und dividiren, so kommt: 

x^^v , iJ Sin ^ — ^ — z ds 

(26) ^ I ds 

R • 

Dieser Ausdruck muss nun noch, um den vollständigen Aus- 
druck von L zu erhalten, gemäss der Gleichung (22), mit d^ 
multiplicirt und mit dem zweiten Integralzeichen und dem Factor 
— ek versehen werden. Es kommt also: 

U R sm &— — = ds dw 

Der Zähler des Bruches, welcher hier unter dem Integralzeichen 
steht, hat eine einfache geometrische Bedeutung. Das Product 
R sin & ist die Projection des Leitstrahles R auf eine auf der Axe 
senkrechte Ebene, und demnach ist, wie man leicht sieht, der 
ganze Zähler seinem absoluten Werthe nach die auf dieselbe 
Fibene bezogene Projection desjenigen Elementes der Oberfläche, 
welches den Elementen ds und d(p entspricht, welche Projection, 
abgesehen vom Vorzeichen, durch cos v .doa dargestellt wird, wenn 
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da) das Oberflächenelement, und v den Winkel zwischen der 
darauf errichteten Normale und der Axe bedeutet. Was die 
Vorzeichen anbetrifft , so kann man sich durch eine nähere 
Betrachtung des Gegenstandes leicht davon überzeugen, dass 
in Folge dessen, was über den Sinn, in welchem s als wach- 
send angenommen wird, gesagt ist, die Grösse — ^^ — -7 , welche 

allein in jenem Zähler ihr Vorzeichen ändern kann, immer das- 
selbe Vorzeichen hat, wie cos v, wobei ich daran erinnern will, 
dass die Normale, auf welche sich der Winkel v bezieht, immer 
in der Richtung vom Körper nach aussen hin betrachtet wird. 
Man kann also schreiben: 

^ . ^d{Ii sind) , , , 

Ji sin d- -^ ds d(p=z cos V. dw , 

und dadurch geht die vorige Gleichung über in: 

(28) L^.h\^d^. 

Diese Gleichung enthält an der rechten Seite den gesuchten 
Ausdruck der in die /-Richtung fallenden Kraftcomponente L, 

Um hieraus den Ausdruck der in die ar- Richtung fallenden 
Kraftcomponente X zu erhalten, brauchen wir nur für cos v das 
Zeichen a zu setzen, welches wir oben für den Cosinus des Win- 
kels, welchen die auf d(o errichtete Normale mit der ar- Richtung 
bildet, angewandt haben. Es kommt also: 



='^$1 



(29) X=e>t\-|rfr«. 

Aus der Vergleichung dieses hier gewonnenen Ausdruckes von 
X mit dem früher gewonnenen und oben unter (18) angeführten 
ergiebt sich die Gleichung: 

mit Hülfe deren sich die Gleichungen (17) und (18) mit (19) in 
Uebereinstimmung bringen lassen. 

Da es übrigens nach der Fotentialtheorie als selbstverständ- 
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dV 

lieh anzusehen ist, dass die Kraftcomponente X gleich — ^— 

sein muss, so könnte man auch die Schlussweise umkehren, und 
die in (17) und (18) an der rechten Seite stehenden Ausdrücke, 
nach Abänderung des Vorzeichens eines derselben, ohne Weiteres 
einander gleich setzen, also: 

ei 

wodurch man sofort, ohne die vorher angestellten etwas weit- 
läufigen Betrachtungen, zu der geometrisch interessanten, für jede 
geschlossene Fläche geltenden Gleichung (30) gelangen würde. 



$fe-|)^"==^4S^"' 
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Beweis des in § 29, S. 74 angeführten Satzes. 

Es sei in einer Ebene eine geschlossene Curve gegeben. Die 
Ebene möge als ary- Ebene eines rechtwinkligen Saumcoordinaten- 
Systemes genommen werden. Es sei ferner ein beliebiger Punct 
p im Raum mit den Coordinaten x, y, z gegeben, und von diesem 
ein Perpendikel auf die Ebene gefällt. Betrachten wir nun irgend 
einen Punct der Curve, dessen Coordinaten ^ und rf heissen 
mögen, so soll sein Abstand vom Puncte p mit i?, und der in 
der Ebene vom Pusspuncte des Perpendikels aus nach ihm ge- 
zogene Leitstrahl mit U bezeichnet werden. Errichtet man an 
diesem Puncte auf der Curve eine in der Ebene liegende, nach 
auswärts gehende Normale, so soll der Cosinus des Winkels, 
welchen diese Normale mit der ^--Axe bildet, mit a, und der 
Cosinus des Winkels,' welchen sie mit der Verlängerung des Leit- 
strahles U bildet, mit i' bezeichnet werden. Nennt man dann 
noch ein an dem betreffenden Puncte genommenes Bogenelement 
der Curve ds, so soll bewiesen werden, dass folgende Gleichung 
stattfindet : 



(1) 



M 



{R' + z") (r - w) ., z 



2 



^ :^-i^ (X 



ds = 0, 



BIP JRTP 

worin das Integral über die ganze geschlossene Curve zu neh- 
men ist. 
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Setzen wir zur Abkürzung: 



(2) 



BTf 




so lautet die zu beweisende Gleichung: 

(3) ((P-(2)rfÄ = 0. 

Es möge nun der Winkel, welchen der Leitstrahl U mit der 
:r-Axe bildet, mit q>, und das dem Bogenelemente ds entsprechende 
Element dieses Winkels mit d(p bezeichnet werden; dann ist, 
wie man leicht sieht, und wie es auch schon in der Gleichung 
(98) § 28 ausgedrückt wurde: 

i ds = ± Ud(p. 

Hierin ist, wenn ds und dq) beide als positiv betrachtet werden, 
das obere oder untere Vorzeichen anzuwenden, jenachdem *' positiv 
oder negativ ist, d. h. jenachdem der Leitstrahl Z7, indem er 
wächst, den Umfang in der Richtung von innen nach aussen oder 
von aussen nach innen durchschneidet. Nimmt man aber an, 
dass, während man von irgend einem Anfangspuncte aus in einem 
gewissen Sinne in der Curve herumgeht, der Bogen s immer 
wachsen soll, und betrachtet dabei zugleich den Winkel y als 

Function von *, so kann der Differentialcoefficient -^ sowohl 

ds 

positiv, als negativ sein, und zwar ändert er an denselben Stellen 

der Curve sein Vorzeichen, wo der mit i bezeichnete Cosinus 

sein Vorzeichen ändert. Lässt man also s in dem Sinne wachsen, 

dass der Differentialcoefficient -^ an irgend einer Stelle der 

Curve gleiches Vorzeichen mit i hat, so haben diese beiden 
Grössen auch überall gleiche Vorzeichen, und man kann daher 
in der vorigen Gleichung von den beiden äusserlich hinzugefügten 
Vorzeichen ein für alle Mal das obere anwenden, und somit 
folgende Gleichung bilden: 

(4) r= u'^-?'-. 

ds 
Ferner ist uds^ abgesehen vom Vorzeichen, die Veränderung, 
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welche die Coordinate rf eines in der Curve beweglichen Punctes 
erleidet, während dieser das Bogenelement ds durchläuft. Da 
nun die Gleichung 

rl — y ^ ?/ sin y 

gilt, worin y dem Obigen nach eine durch die Lage des Punctes 
p im Voraus gegebene Grösse ist, so hat man: 

dr\ = d{U sm cp) 

und demnach kann man schreiben: 

ads = ±d{U sin cp). 

Was das Vorzeichen anbetrifft, so überzeugt man sich leicht 
durch einfache geometrische Betrachtungen, dass auch in dieser 
Gleichung, wenn man den Bogen s in dem vorher festgesetzten 
Sinne als wachsend annimmt, überall das obere Vorzeichen an- 
zuwenden ist, und man kann daher folgende Gleichung bilden: 

Setzen wir die in (4) und (5) gegebenen Werthe von i' und 
tt in die Gleichungen (2) ein, und schreiben zugleich für die 
Differenz |' — x ihren Werth U cos tp, so erhalten wir: 



COS 9 ^ 



Q 



JtU ^ ds 

^ d{Usm(p) 



Bü^ da . 

^ . dV ^ ^ dq> 

mp'''''f-dI+Mr'^''p-dI' 



und demnach: 

„ ^ i2 dw !^ . dU 

(6) p_Q=_cosy-^--^,sm9,^. 

Hierin lassen sich die beiden Glieder an der rechten Seite in 
der Weise umgestalten, dass sie in einen Differentialcoefficienten 
zusammengezogen werden können. Bedenkt man, dass 

worin z von s unabhängig ist, und daher 

dB U dU 

■ - sm —■ ■ ■ • ■■■■ I 

ds B ds ' 

Claasins, PotenÜalfanction usw. 3. Aufl. 12 
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1 

* 

80 erhält man: 



^(§) . 



ds ^ B da TP da 
_TP-IP dU 
"" RiP ' ds 

" RU^' da' 

Wendet man diese Gleichung auf das zweite an der rechten Seite 
stehende Glied der Gleichung (6) an, und setzt zugleich im ersten 

Glieder 

dw d sin w 
cos 9 -~^= , ^ , 
^ da da 



so kommt: 



^ ^ Ä rfsin 9 , . \üf 



oder zusammengezogen: 

(7) '^ 



[v '^ 9) 



da 



Demnach nimmt das in den Gleichungen (3) und (1) ent- 
haltene Integral folgende einfache Gestalt an: 

d Ijf Sin y I 

; da. 

da 

Hierin lässt sich die Integration ohne "Weiteres ausführen, und 
giebt, wenn wir die Grenzwerthe des Integrales durch die Indices 
und 1 andeuten: 






Für eine geschlossene Curve, bei welcher der Anfang und das 
Ende des Bogens in einen und denselben Punct zusammenfallen, 
sind beide Grenzwerthe gleich und heben sich auf, und die zu 
beweisende Gleichung (1) ist somit erfüllt. 



J^.m^^,. 



V:: Ca; 
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